Variabelbyte i trippelintegraler

#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Férkunskaper: Trippelintegraler, Variabelbyte i dubbelintegraler,
Jacobiani 2D

1. Idén — direkt analog till 2D

Variabelbytet i 3D ar direkt analogt med 2D-fallet (se Variabelbyte i dubbelintegraler):
det areaelement som vagdes med | Jr| ersétts av ett volymelement som vags med
Jacobianens determinant i 3D.

Grundtanken

Ett omrade med rotations- eller sfarisk symmetri ar obehagligt i kartesiska
koordinater men snaillt i polara/sfariska. Bytet kostar ett |J_T|, men sparar enormt

mycket granssattning.

2. Allman substitutionsformel

Fér en transformation T' : (u, v, w) — (z,y, z) som &r bijektiv och C! med
det Jp # 0 géller

‘ ///Vf W= /// F(T(uyv,w)) | det Jr| du dv dw

dar
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Ox/0u 0Ox/Ov Ox/0w
Jr =det| 0y/0u Oy/0v 0Oy/Ow
0z/0u 0z/0v 0z/0w

¢ Strategi

Valj koordinater efter omradets symmetri: cylindersymmetri kring en axel ger
cylindriska koordinater, sfarisk symmetri kring en punkt ger sfariska.

3. Cylindriska koordinater

Polara koordinater i zy-planet, plus oférandrad z:
x = rcosb, y = rsinf, z =z,

medr > 0,60 € [0,27) och z € R. Jacobianen &rvs fran det polira fallet (se
Variabelbyte i dubbelintegraler) eftersom z-raden bidrar med en etta:

cos@ —rsinf O
Jr =det|sinf rcosf 0] =r,
0 0 1

dV =rdrdfdz

:= Exempel 1 — volym under paraboloid z = z2 + y2 inne i cylindern z2 +
y? <1

4. Sfariska koordinater
x = psin¢cos b, y = psin¢sinf, zZ = pcos ¢,

med p > 0, ¢ € [0, 7] (polvinkel fran +z-axeln) och 6 € [0, 27) (azimutvinkel i zy
-planet).
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En direkt determinantrakning ger

dV = p*sin ¢ dpdo df

2 Vinkelkonvention

¢ mats fran positiva z-axeln (polvinkel), 6 ar azimutvinkeln i zy-planet. Vissa
bocker byter rollerna p& ¢ och 6 — kontrollera alltid bokens definition innan
formeln anvands.

& Geometrisk bild av p? sin ¢

Ett litet sfariskt rektangelelement har sidor:

o radiell: dp
e polar (cirkelbage i meridian): p d¢
o azimutal (cirkelbage pa en parallell): p sin ¢ df

Volymen blir produkten: dp - pd¢ - psin ¢ df = p? sin ¢ dp d¢ d6. Faktorn sin ¢
kompenserar for att azimutalcirklarna krymper mot polerna.

:= Exempel 2 — volymen av en boll med radie R >

:= Exempel 3 — integral av z 6ver halvbollen >

5. Generaliserade sfdriska kooxrdinater (ellipsoid)

For en ellipsoid
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anvander man
x = apsingpcosh, y = bpsingpsinb,

vilket ger Jacobianen abcp? sin @, dvs.

dV = abc p*sin ¢ dp dep df

:= Exempel 4 — volymen av en ellipsoid >

6. Sammanfattning

Byte Formlex

x=rcosb, y=
Cylindriska )

rsinf, z = z

x = psingcosb, y=
Sfariska

psingsinf, z = pcos ¢

Generaliserade )
x = apsin ¢ cos 0 etc.
sfariska

¢) Strategin pa en rad

Z = cpcos ¢,

dav

rdrdfdz

p*singpdpde db

abc p? sin ¢ dp d¢ db

Cylindersymmetri kring en axel = cylindriska. Sférisk symmetri kring en punkt =

sfdriska. Ellipsoid = skala foérst, sfdriska sedan.

Lasning

e 15.6 Change of Variables in Triple Integrals

¢ Sfariska koordinater
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¢ Cylinderkoordinater

Se aven

o Trippelintegraler

o Variabelbyte i dubbelintegraler
o Polara koordinater

o Dubbelintegraler

Resurser

o Khan Academy: Triple integrals in spherical coordinatesz
e Wikipedia: Spherical coordinate system
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