Variabelbyte i dubbelintegraler

#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Forkunskaper: Dubbelintegraler, Kryssprodukt

1. Idén bakom variabelbytet

//Df(:v,y)dA

kan vara obekvam att berakna direkt om antingen integranden f eller omrddet D

En dubbelintegral

uttrycker sig daligt i kartesiska koordinater (:1;, y) Variabelbytet handlar om att hitta nya
koordinater (u, v) dar problemet blir geometriskt enklare - ofta s& att D blir en
rektangel i de nya koordinaterna och sa att integranden tar en kortare form.

Grundtanken

Vi byter koordinatsystem fér att fa en battre geometri. En cirkular ring i (z, y)-
planet blir t.ex. en rektangel i (r, 0)-planet — och rektanglar ar mycket lattare att
integrera over.
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Pris for bytet: areaelementet d A férvrids nar vi byter koordinater. Ett litet
rektangelelement du dv i (u, v)-planet motsvarar i regel inte ett lika stort dz dy
i (x,y)-planet. Den lokala skalfaktorn ges av Jacobianens determinant, som vi
harleder nedan.

2. Transformationen T’
Ett variabelbyte beskrivs av en avbildning
T: (u,v) — (z,y), z = z(u,v), y=y(u,v),

som kartlagger ett omrade D’ i (u, v)-planet bijektivt p& D i (x, y)-planet.
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Pilarna visar hur T mappar D’ framat p& D och hur inversen T'~! mappar tillbaka.
Tanken &r inte att T ska vara enkel — den f&r gérna férvrida saker — utan att D’ ska ha
en enkelt parametriserbar form (oftast en rektangel).

For att substitutionsformeln ska galla kraver vi att T" &r

« bijektiv (entydigt inverterbar) pa& det inre av D/,
« kontinuerligt deriverbar (C),
o har icke-singular Jacobian, dvs. det Jr # 0.

2 Note



Att T far misslyckas med kraven pa en mangd med area noll ar vad som tillater
polara koordinater (dar origo &r degenererat — alla @ ger samma punkt) och flera
andra standardbyten.

3. Harledning av areaelementet

Vi vill veta hur en liten rektangel med sidor du och dv i (u, v)-planet blir nir den
avbildas till (z, y)-planet.
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Bilden ovan &r hela idén i en blink: en liten rektangel med sidorna du och dv i (u, v)-
planet avbildas approximativt pa en parallelogram i (:13, y)-planet, vars sidor ar
tangentvektorerna @ och 6 Var uppgift ar att uttrycka parallelogrammets area i termer
av du, dv och derivatornaav 7.

Skriv positionsvektorn i kartesiska koordinater som

Langs riktningen dar bara w varierar (med v = vy fixt) ger en linjar
approximation tangentvektorn



och langs riktningen dar bara v varierar

Den lilla parallelogram som a och 7) spanner upp har arean given av
kryssproduktens belopp:

dA =@ x b =

0z /0u Ox/0v
det (ay/au 8y/c’)v)‘ du dv.

Determinanten i mitten kallas Jacobianens determinant for 7':

Oox Oz

_ du v

J T — det @ @
ou Ov

& Tolkning av |J7|

| J7 (g, vg)| &r den lokala arealférstérkningsfaktorn — hur mycket en liten yta i
(u, v)-planet blases upp eller krymper nar den avbildas till (x, y)-planet vid
punkten (ug, vg).

o |Jr| = 1: bytet &r areabevarande lokalt.
o |Jr| > 1:ytan blases upp.
e |Jr| < 1:ytan krymper.

4. Substitutionsformeln

Med ovanstaende resultat blir den fullstandiga formeln:

[, reman = [ s, vt il duas

Lagg marke till tre saker:

1. Omradets dndras: integralen i hdgerled gar dver D', inte D.


file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Kryssprodukt

2. Integranden uttrycks i nya variabler: f(z(u,v), y(u,v)).
3. Areaelementet bar en faktor: |Jp| du dv ersatter dA.

A Glém inte absolutbeloppet

Det &r absolutbeloppet |J| som ska anvindas — areor &r alltid positiva, oavsett
hur transformationen orienterar planet. Tecknet pa Jr sager nagot om orientering,

inte om area.

5. Polara koordinater
Det vanligaste variabelbytet i kursen ar polara koordinater:

x = rcosé, y = rsinf,
medr > 0och 6 € [0, 27). Se Poléra koordinater fér bakgrund.

Jacobianens determinant blir

B Ox/Or 0x/00\ cosf —rsinf\ ) C o
JT_det(@y/ar ay/ae)_det(sine TCOSH>—7°COS 0+ rsin“f =r

o

Sa

dA = rdrdf

&) Geometrisk bild av faktorn r

Ett litet “polart rektangelelement” &r en cirkelsektor med inre radie 7, tjocklek dr
och vinkelbredd df. Sektorns béglangd ar r df, s& arean blir

AA~ rdf - dr =rdrdb.
~~ ~~
baglangd tjocklek

Faktorn r kompenserar alltsa for att sektorerna ar stérre langre ut fran origo.
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:= Exempel 1 — integral 6ver enhetsskivan >
:= Exempel 2 — kvartsring (och varfor Jacobianen r "stammer") >
:= Exempel 3 — Gaussintegralen >

‘= Exempel 4 — area mellan fyra paraboler >

6. Generaliserade polara kooxdinater (ellips)

2 2
For en ellips ﬁ—Q + Zb% < 1 anvander man

x = arcosb, y =brsinb,



vilket ger

JT = det(

acos® —arsinf —
bsin® breosd )

dA = abrdr df

Omradet D' = {0 <r <1, 0 <60 < 27} &rdaen enhetsskiva i (1, 0)-planet —
typiskt mycket enklare an ellipsen.

:= Exempel 5 — arean av en ellips >

7. Andra anvandbara byten

Affina (linjara) byten
Om D &r begransad av rata linjer som inte ar axelparallella kan ett linjcirt byte

() =4()

forvandla D till en rektangel. Har ar Jp = det A, en konstant — den lokala skalfaktorn
ar samma overallt.
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Ett affint byte deformerar alltsd rektangeln likformigt: alla sma rektanglar i D’ blir
parallellogram av samma form i D. Det ar darfér Jacobianen blir konstant och inte beror
pa position.

Sum- och differensshyte

Bytetu = « + y, v = x — y ar vanligt nar integranden eller omradet innehaller just
de kombinationerna. Inversen ar

och

etV 12 _ 1 _1
JT—det<1/2 _1/2>——2, ‘JT|—2

Hyperboliska / produktbyten
Vid omraden begransade av kurvor som zy = ckanu = zy, v = y/x vara naturligt.
Sadana byten kraver oftast lite arbete med Jacobianen — rakna noggrant.

&) Strategi for val av byte

Variabelbytet ska gora antingen integranden eller omrédet enklare — garna bada.

Identifiera forst omradets symmetri:

e Cirkular symmetri = polara koordinater.

o Elliptisk symmetri = generaliserade polara.

e Begransad av rata linjer = affint byte.

o Integranden innehdller  + y, 2y, y/x, etc. = &t dessa kombinationer vara
nya variabler.

8. Metodik — steg for steg

¢ Hur man genomfor ett variabelbyte



1. Valj transformationen (z,y) = T'(u, v) utifrén omrédets symmetri eller
integrandens form.

2. Oversitt omradet: hitta D' i (u, v)-planet sd att T'(D’) = D. Rita garna
bada omradena bredvid varandra.

. Berikna Jacobianens determinant J och ta absolutbeloppet |Jr|.

. Skriv om integranden f(z,y) i de nya variablerna: f(x(u,v),y(u,v)).

. Skriv ihop integralen med | Jr| du dv och berékna den itererat éver D'

. Kontrollera: jamfor enheter, gor en rimlighetskoll med en kand integral (t.ex.

[J, 1dA = area(D)).

o 01 b W

M Vanliga fallgropar

o Glomt att uppdatera grédnserna till D’.

e Glomt |Jr| — utan den blir resultatet fel storleksordning.

 Vid poléra koordinater: tillatit » < 0. Om man gor det kan man réka tacka
planet tva ganger.

o T inte injektiv pd D’ — kontrollera att inverteringen &r entydig (utom p& en
mangd med area noll).

9. Sammanfattning

Den allmanna substitutionsformeln ar

//D fl@y)dedy = //le(T(U, v)) |Jr(u,v)| dudv

med standardfallen sammanfattade i tabellen:

Byte Formel dA

Polart x=1rcosf, y=rsinf rdr df
Generaliserat polart « = arcosf, y = brsinf abrdrdf

Affint (7) = A(Y) $

Yy v



Byte Formel dA

Sum/differens u=z+y,v=x—y 2 dudv

Lasning

¢ 15.4 Double Integrals in Polar Coordinates
e 15.5 Triple Integrals — for analogi i 3D

Se aven

o Dubbelintegraler

o Variabelbyte i trippelintegraler
o Variabelbyte i integraler

o Polara koordinater

o Kryssprodukt

o Kedjeregeln

Resurser

e 3BluelBrown: Determinantenz — tolkning av determinant som arealskala
(Riktigt bra)

o Khan Academy: Double integrals in polare

o Wikipedia: Integration by substitution (multiple variables)
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