Vagfunktion

#fysik  #kvantfysik #storhet

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Schrodingerekvationen

Vagfunktionen y(x) beskriver partikelns fordelning i rummet, men &r inte sjalv matbar. Max Born gav ar

1926 tolkningen att | y(x) | 2 dx ar sannolikheten att hitta partikeln nara x. Eftersom partikeln maste

finnas ndgonstans ger det ett randvillkor utéver de rumsliga: integralen 6ver hela omradet ska vara

ett, vilket ar det som bestammer amplitudkonstanten. iy maste dessutom vara kontinuerlig och

andlig overallt.
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Vagfunktionen sjalv mats aldrig; det ar | ] | 2 som sager var partikeln brukar hittas. Upprepar man en

lagesmatning manga ganger hamnar resultaten tatt dar | Y | 2 4r stor, och sannolikheterna 6ver hela

axeln maste summera till ett.

1. Komplex vagfunktion och sannolikhetstathet

Losningarna till Schrodingerekvationen ar i allmanhet komplexa, sa ¢ sjalv kan inte vara en méatbar

storhet. Det som har en fysikalisk tolkning ar absolutbeloppet i kvadrat,
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ly|* = y*y

som alltid &r reellt och aldrig negativt. | ()| ? kallas sannolikhetstathet. I en dimension har den
enheten m™ !, och det &r férst produkten |yr|? dx som &r en sannolikhet.

For en fri partikel med bestamd rérelsemingd, ¥ = Aelk*@0 p|jr
|1P|2 — A*e—i(kx—wt) Aei(kx—wt) — |A|2

Tatheten ar densamma dverallt, sa partikeln kan finnas var som helst. Det stammer med Heisenbergs
osakerhetsprincip: Apx = 0 kraver Ax = oo. En sadan vag kan inte normeras. En lokaliserad partikel
beskrivs i stllet av ett vigpaket, en 6verlagring av manga vagor med olika k. Ju fler k-varden som
ingar, desto smalare blir paketet.

2. Sannolikhet i ett intervall

Sannolikheten att hitta partikeln mellan a och b &r arean under | |? éver intervallet:

b
Pla<x<b)={ |y®)|* dx

Normeringsvillkoret i rutan 6verst ar specialfallet dar intervallet &r hela x-axeln, och sannolikheten da
ar 1.

varje prick: en matning av laget 15 % av prickarnai[a, b]

W)l

P(a = x = b) = arean

Borns tolkning i bild. Overst: mdnga ldgesmditningar pd identiskt preparerade partiklar, en prick per
mdtning. Nederst: |y|? féry o« e X, Prickarna ligger titt déir |y|? ér stor, och andelen prickar

mellan a och b ndrmar sig den skuggade arean.
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3. Normering

Ofta ar vagfunktionens form kand men inte konstanten framfér, till exempel ¢y = C sin(nnx/L) i

Partikel i [ada. Konstanten bestams i tre steg:

1. Skriv | /| % med konstanten okand.
2. Integrera 6ver hela omradet dar ¢ & 0.
3. Satt integralen lika med 1 och l6s ut konstanten.

For ett stationart tillstand ar | W(x, t)|% = | @(x)|?, s& en normerad vagfunktion férblir normerad vid
alla tider. Konstanten kan valjas reell och positiv. En gemensam fasfaktor ' dndrar inte ly| 2 och har

ingen fysikalisk betydelse.

4. Krav pa en godtagbar vagfunktion

Normerbar: [ || dx ar andlig, alltsd y — 0 narx — oo

Kontinuerlig: annars vore andraderivatan i Schrédingerekvationen oandlig.

Kontinuerlig derivata 6verallt dar potentialen ar andlig.
Noll dar U = oo: partikeln kan inte finnas dar.

Funktioner som loser ekvationen men bryter mot nagot krav stryks. Det &r sa de tillatna energierna

valjs ut.
I\ Vanliga fel

o |y 2 tas for en sannolikhet. Det ar en tathet med enheten m ™, och den kan vara stérre
an 1. Sannolikheten fas forst efter integration Gver ett intervall.

o istillet for ||, For en komplex vagfunktion ar |y |? = y* y. Kvadraten g2 &r |
allmanhet komplex och saknar tolkning.

e Man integrerar | i stallet for | Y | 2, Bade normering och sannolikhet bygger pa kvadraten.

* Felintegrationsomrade. Ar iy = 0 utanfér ett omrade racker det att integrera éver
omradet. Ar iy symmetrisk kan man integrera éver halva och multiplicera med tva.
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5. Losta exempel
:= Exempel — Normering av en exponentiell vagfunktion

En partikel beskrivs av Y(x) = Ae 1¥1/8 g3r @ > 0. Normera vagfunktionen och berékna
sannolikheten att partikeln finns i intervallet —a < x < a.

2 Losning
Normering. Funktionen &r jamn, sa vi integrerar 6ver X > 0 och multiplicerar med tva:

00 00

J‘ Aze—2|x|/a dx — ZAZJ‘ e—ZX/a dX — 2A2 . :Aza

|
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Sannolikheten.
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1
P=2f —e*idx=2-
0o a

[1-e?]=1-¢e2~|0,865

Q| =

a
2

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Parabel som vagfunktion i en lada

Ienldda 0 < x < L approximeras grundtillstandet med y/(x) = Ax(L — x), och ¢y = 0 utanfér
ladan. Normera funktionen och berakna sannolikheten att partikeln finns i 0 < x < L/4. Jamfor
med den exakta sinusfunktionen, som ger 1/4 — 1/(2m) =~ 0,0908.

¢ Lésning
Normering. Med u = x/L ar x*(L — x)* = L*u?*(1 - u)® och dx = L du:

! woout
AL w1 -ufdu=AL [ - —+—]
0

v
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1 1 1 . 53
Y1 =30(—-—+——)= — «[0,104
57, 192 512 51200 512

Parabeln ger 0,104 mot sinusfunktionens 0,0908. Den lagger lite for mycket sannolikhet
nara vaggarna men fangar huvuddragen: partikeln finns oftast i mitten.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

Lasning

e 40.1 Wave Functions and the One-Dimensional Schrédinger Equation
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