Vantevarde

#matematik #sannolikhetsldara #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Sannolikhetsfunktion, Frekvensfunktion

Vantevardet E (&) ar fordelningens tyngdpunkt — det vérde vi i genomsnitt far i det langa loppet om
forsoket upprepas manga ganger. Vi beraknar det som summan, eller integralen, av varje varde vagt
med sin sannolikhet.

1. Definitionen
Véantevardet betecknas E (&) eller kort p1.

Diskret stokastisk variabel, med sannolikhetsfunktionen pe(x):

E(S) = L xps(x)

Kontinuerlig stokastisk variabel, med frekvensfunktionen fg(x):

EQ =] xf(ydx

Summan i det diskreta fallet blir en integral i det kontinuerliga — samma monster som for
sannolikheterna sjalva.

2. Tva tolkningar
¢) Langsiktigt medelvarde

Vantevardet ska tolkas som det medelvarde vi far efter ett stort antal oberoende observationer av
&. Gor vi n observationer hamnar vardet x ungefar n pg(x) ganger, sd medelvardet blir ungefar
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1
~ 3 X npi(¥) = Txpi(9) = EQ)

&) Masscentrum

Tank pa sannolikhetsférdelningen som en massfordelning pa reella axeln, med massan pg(x)
i punkten x. D& ar E(&) masscentrum, eller tyngdpunkten: punkten dar stolpdiagrammet

skulle balansera.

Masstolkningen gor det latt att uppskatta vantevardet direkt ur en skiss, och for symmetriska

fordelningar ligger det i symmetripunkten.
/\ Vantevardet behdver inte vara ett mojligt varde

En tarning har E(§) = 3,5, men ger aldrig 3,5 prickar. Vantevardet ar inte heller samma sak som
det mest sannolika vardet.

3. Vantevardet av en funktion

Ska vi rakna vantevardet av g(&) behdver vi inte forst ta fram fordelningen for g(&). Det racker att vikta

g(x) med &:s sannolikheter:
E@(®) =X g(pe(x)  respektive  E(g(5) =] g(x)fe(x)dx

Med g(x) = x* ger det E(&?), som behévs for variansen. Linjara funktioner, E(aé + b) = aE(§) + b,

behandlas i Linjara funktioner av stokastiska variabler.

4. Kanda fordelningar

Vantevardena for de vanliga fordelningarna star i formelbladet och behover inte raknas fram

varje gang.
Férdelning E(§)
Bin(n, p) np
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Fordelning E(¢)
Hyp(N, n, p) np
Po(A) A
ffg(p) 1/p

rektangelférdelning pa [a,b]  (a + b)/2
Exp(A) 1/A

N(u,0) pH

5. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 5, 6vning 3 — Vad betyder A = 4?

Antalet kunder £ som anlénder till ett systembolag under en 3-minutersperiod ar Poissonfordelat
med A = 4. Parametern anger det férvintade antalet kunder per period: E(§) = A = 4. Hur kan
tolkningen “medelvardet efter ett stort antal oberoende observationer av £” motiveras utifran
definitionen av vantevarde? Tolka ocksa vantevardet som masscentrum.

2 Lésning
Langsiktigt medelvarde. Observerar vi n oberoende 3-minutersperioder blir vardet x

ungefar npg(x) ganger, eftersom den relativa frekvensen narmar sig sannolikheten.

Medelvardet av observationerna blir da ungefar

L S npy) = Txpe() = BE) = 4

X

Figuren visar det i en simulering: medelvardet svanger kraftigt i borjan men lagger sig vid 4
nar antalet perioder vaxer.
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Lépande medelvarde av 2000 simulerade observationer ur Po(4)
8

E@=A=4

medelvarde av antal kunder

1 10 100 1000
antal observerade 3-minutersperioder (logaritmisk skala)

Masscentrum. Lagg massan pg(X) i varje punkt x pa tallinjen. Stolpdiagrammet fér Po(4)
balanserarix = 4 — till vanster ligger fa varden nara, till hdger fler varden men langre ut (se
figuren i 6vning 1 under lektion 6 nedan).

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimféra med.

:= Lektion 6, dvning 1 — Kunder till systembolaget, igen

Antalet kunder som anlander till ett systembolag under en 3-minutersperiod ar & € Po(4).

a) Skissa fordelningens utseende med ett stolpdiagram.

b) Stall upp ett uttryck for det forvantade antalet kunder under en 3-minutersperiod, E(&). Hur
ska vantevardet tolkas?

¢) Anvand formelsamlingen for att bestdmma vantevardet och variansen.

d) Vad innebar varians och standardavvikelse?

e) Bestam det sannolikaste vardet for € och jamfér med vantevérdet.

/ Lésning

a)
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Po(4): mest sannolika varden 3 och 4 (markerade)

E®) =4
0,2 !

= 015
I
25

o 0,1

0,05

0

b) Definitionen med Poissons sannolikhetsfunktion:

X

4
E@)= Y x- ;e_“
x=0 ’

Tolkning: réaknar vi kunder under valdigt manga 3-minutersperioder blir medelantalet per
period ungefar E(&).

c) Fér Po(A) ar bade vantevarde och varians A:

E@=[4, Vv©®=[4 o=va=2

d) Variansen ar den forvantade kvadratiska avvikelsen fran vantevardet, V (&) = E((§ — p)?)
. Standardavvikelsen o = 4/ V (§) har samma enhet som & (har antal kunder) och mater hur
mycket & i genomsnitt avviker fran p.

p(x)
p(x—1)
forx = 4,sa p(3) = p(4) = 0,195 ar de stérsta. De mest sannolika vardena ar ,
och vantevardet 4 sammanfaller med det ena.

= —. Denar storre an 1 for x < 4 och lika med 1

4
e) Kvoten mellan tva grannar ar —
X

Facit: b) E(§) = Zio:O x - &e?/x!, c) E(&) =4,V (&) =4, 0 =2, e) de mest sannolika
vdrdena dr 3 och 4.
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Se aven

e Varians och standardavvikelse
e Sannolikhetsfunktion

e Frekvensfunktion

e Mest sannolika varde

e Linjara funktioner av stokastiska variabler

Resurser

e Khan Academy: Expected valuer

e Wikipedia: Vantevardem
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