Tvadimensionell noxmalfdrdelning

#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Flerdimensionella fordelningar, Korrelation, Normalfordelning

Den tvadimensionella normalférdelningen beskriver tva normalférdelade variabler tillsammans och
bestams helt av de tva vantevardena, de tva standardavvikelserna och korrelationen. Fér just denna
fordelning galler att okorrelerade variabler ocksa ar oberoende.

1. Varfor den behovs

Valjer vi tva personer slumpmassigt och later &; vara den enas langd och &, den andras vikt ar de
oberoende, och den simultana frekvensfunktionen ar produkten av tva normalférdelningar. Valjer vi i
stéllet en person och méater bade langd och vikt ar bada fortfarande normalfordelade var for sig, men
de &r inte oberoende. Vi behdver en modell dar marginalerna ar N (p1, 01) och N (o, 05) men dar

variablerna far vara beroende.

2. Definitionen

Definition 1.20 (kompendiet). ({1, &) har en tvddimensionell normalférdelning om den simultana

frekvensfunktionen ar

(%1 — )’ N (%2 — 1)’ ~2p(x1 — p1)(X2 — Hz)]
02 05 010,

[

f(x1,x2) = )

1 1
exp(—
210,074/1 - p2 ( 2(1-p?)
daroj,0, > 0och -1 <p< 1.

De fem parametrarna betyder: & € N(u1,01), & € N(u2,02) och p = p(&1, &) ar korrelationen.
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S0008M - Tvadimensionell normalférdelning

¢) Okorrelerade = oberoende

Med p = 0 faller korstermen bort och f(x1, x2) blir produkten av de tvad marginalerna. For
tvadimensionellt normalférdelade variabler &r okorrelerade alltsd samma sak som oberoende —
det galler inte i allmanhet.

Nivakurvorna ar ellipser. Med p > 0 lutar de uppat &t héger, och ju ndrmare |p| ar 1, desto smalare
blir de.

3. Linjarkombinationer

Sats 1.21 (kompendiet). Om (&1, &) har en tvaddimensionell normalférdelning och c1, ¢z ar konstanter,
inte bada noll, sa ar c;&; + c,&; (endimensionellt) normalférdelad.

Vantevarde och varians tar vi som vanligt, dar kovariansen nu kommer med:

&i&ENWﬁWL¢ﬁ+@i@m®)

Fragor om summor och differenser fors darmed 6ver till den vanliga normalférdelningen och @
-tabellen.

4. Betingad fordelning

Sats 1.23 (kompendiet). Den betingade férdelningen for & givet & = x1 érN(u'z, 0'2) med

, o ,
LQZH2+ijM—#D, 0, =V 1-p* 0
1

e Vintevardet flyttas langs en linje i X;. Arp > 0 och x; > pq blir y'z > [y ett stort varde pa &;
talar for ett stort varde pa &.

e Standardavvikelsen minskar med faktorn 1/1 — p? och beror inte pa x;. Information om &;
minskar alltid osakerheten om & nér variablerna ar korrelerade.

¢) Tvérsnittet genom ytan

Geometriskt ar den betingade frekvensfunktionen ett lodratt tvarsnitt genom f(xl, X2) vid X1,
normerat sa att arean blir 1. Tvarsnittet ar en normalkurva med toppen pa den streckade linjen i
figuren i exemplet nedan.
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S0008M - Tvadimensionell normalférdelning

5. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

:= Lektion 18, dvning 2 — Bertils tiokamp

De tva forsta grenarna i tiokamp ar 100 meter och langdhopp. Tiokamparen Bertil forvantar sig
950 respektive 1025 poang. Resultaten (1, &) beskrivs med en tvadimensionell
normalférdelning med vantevarden 950 och 1025, standardavvikelser a; = 120 och 0, = 190
och korrelation p12 = 0,55.

a) Berakna sannolikheten att det totala resultatet efter tva grenar ar minst 2100.
b) Berakna sannolikheten att resultatet i langd blir battre an resultatet pa 100 m.
Resultatet pa 100 meter blir ett personbasta pa 11,34, vilket ger 1083 poang.

c) Bertils personbasta i langd motsvarar 1240 poang. Vad ar den betingade sannolikheten att det

blir personbasta aven i langd?
d) Vad ar det betingade vantevardet av det totala resultatet efter tva grenar?

e) I vilken mening ger svaret i d) den basta prognosen for det totala resultatet, givet resultatet i

forsta grenen?

/ Lésning

a) Enligt kompendiets sats 1.21 ar summan normalfordelad:

& +& € N(1975, /1202 + 1902 + 2 - 0,55 - 120 - 190) = N(1975; 274,9)

2100 - 1975

P(§1+& >2100) = 1 - O(— =

) =1 - ®(0,455) ~[0,325

b) “Langd battre &n 100 m” ar & — & > 0, och differensen &r ocksa normalférdelad:
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& — & € N(75, v/1202 + 1902 - 2+ 0,55 - 120 - 190) = N(75; 159,4)

0-75
P&-&6>0=1-d(——) = D(0,470) =~ {0,681
(& =& > 0) = 1= Bz ) = D(0470)
¢) Kompendiets sats 1.23 med x; = 1083:

: 190 ,
My, = 1025+ 0,55 - 120 * (1083 - 950) ~ 1140,8, 0, =4/1-0,55% 190 ~ 158,7

1240 - 1140,8
158,7

P(& =1240 | & =1083) =1 - 9

)=1-®(0,625) ~[0,266

1600

1200 E(%; | & =1083) = 1141
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Figuren visar nivakurvorna, linjen x; = 1083 och det betingade vantevardet pa den
streckade linjen 1, = i + PR (X1 — ).

d) 100-metersresultatet ar kant, sa bara langden ar slumpmassig:

E(& +& | & =1083) = 1083 + 1, ~[2223,8
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e) Det betingade vantevardet ar den prognos som minimerar det férvantade kvadratiska
felet, givet informationen &; = 1083 — basta prognosen i minsta-kvadrat-mening.

PA raknaren. a) normCdf(2100,%,1975,274.9) , b) normCdf(0,®,75,159.4) , c)
normCdf (1240,»,1140.8,158.7) . Raknaren ger facits fyra decimaler direkt.

Facit: a) 0,3246; b) 0,6809; c) 0,2659; d) 2223,8; e) biista prognosen i minsta-
kvadrat-mening.

‘= Kompendiet, 6vning 1.18 — Majas och Joels utgifter

Maja och Joel betraktar sina manatliga utgifter for kursmaterial (kr) som slumpmassiga. Majas
utgifter har vantevardet 545 och standardavvikelsen 60, Joels vantevardet 495 och

standardavvikelsen 55. Utgifterna har korrelationen 0,65 och kan beskrivas med en
tvadimensionell normalférdelning.

a) Vad ar sannolikheten att deras sammanlagda utgifter under en manad 6verstiger 1100 kr?

b) Joel lagger 485 kr under en viss manad. Vad ar sannolikheten att Majas utgifter samma manad
Overstiger 600 kr?

¢ Lésning

Modell. &; = Majas utgifter, & = Joels; (&1, &) tvadimensionellt normalférdelad med py =
545, 01 = 60, pp = 495, 02 = 55 0ch p = 0,65.

a) Summan ar normalférdelad (kompendiets sats 1.21), med variansen fran variansen av
ensumma:

D(& + &) =4/602+552+2 0,65 60 - 55 = 4/10915 ~ 104,5

1100 — 1040
P(§ +& >1100) =1~ CD(W) =1-®(0,57) ~| 0,284

Utan avrundning av z blir det 0,283.

b) Kompendiets sats 1.23 med x, = 485 (rollerna ombytta, vi betingar pa Joel):
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; 60 :
g =545+ 0,65 - = (485 — 495) » 537,9, o =604/1-0,65% = 45,6

600 - 537,9

P(§1 > 600 | & = 485) = 1 - O(— =

)=1-®(1,36) ~[0,087

Joel ligger under sitt vantevarde, och med positiv korrelation drar det ner férvantningen pa
Maja. Spridningen krymper ocksa, fran 60 till 45,6.

P& raknaren. a) normCdf(1100,»,1040,v(10915)) , b) normCdf (600,x,537.9,45.6) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.19 — Bevis av den betingade férdelningen

Bevisa kompendiets sats 1.23: om (&1, &) ar tvadimensionellt normalférdelad &r den betingade

7 . (o) ]
fordelningen for &, givet & = x; en N(u,, 0,)-férdelning med p, = pp + pa—z(xl — Hp)ocho, =
1
o/ 1- pZ.
/ Lésning

Standardisera. Skrivu = (x; — 1)/01 och v = (X, — l»)/0,. Hakparentesen i
frekvensfunktionen ar da u? + v2 — 2puv.

Kvadratkompletteraiv.
u? +v? = 2puv = (v - pu)® + (1 - p?) u?
Frekvensfunktionen delar sig darfor i tva faktorer:

_ (v-pu)®

2 e
1 -u-/2 e 2(1-p2)

f(x1,x0) = e

27T0102\/ 1- p2

1
V2t o1

2 9
e Y2 Faktorn e 2 och

Dela med marginalen. §; € N(uy,01),sa g (x1) =

04 forsvinner:
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f(XL X2) 3 1 _ (v-pu)?

f2 1=X1 (X ) = - e 2(1—p2)
LEmRI T TR () Vanop/1-p

Kéann igen fordelningen. Multiplicera in 07 i taljaren och namnaren i exponenten:

2 ]
(v—pu)* _ (x2 = o = p2(x1 ~ p1)) _ (o)
1-p? 03(1-p?) (0)?

Det ar frekvensfunktionen for N(ulz, 02) med I, och 0, som i satsen. []

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimfora med.

‘= Kompendiet, dvning 1.20 — Bygga en tvadimensionell normalférdelning

Antag att {1 och {; ar oberoende och N (0, 1). Finn konstanter ai1, ai2, a1, ax sa att (a;n ¢y +

anlo, A + axd>), flyttad till ratt vantevarden, har en tvadimensionell normalférdelning med
p1 =1,u2=3,01 = 3,02 = 4ochp =0,25.

2 Lésning

Vad som krévs. Linjarkombinationerna har vantevardet 0, sa vantevardena 1 och 3 maste
laggas till som konstanter. Vi soker

V(&) =dy+a, =9, V(&) =d5 +a3 =16, Cov(é, &) = annan +anazn =0,

Ett val. Lat &; bara beroav {4: a;; = 3, ajp = 0. Kovariansvillkoret ger 3a,; = 3, alltsa
a»1 = 1, och variansvillkoret axy = v/15:

§=1+30, &=3+4+V150%

Kontroll: V(§;) =1+ 15 =16 0ochp = 3/(3 - 4) = 0,25.

Varfér det blir en tvddimensionell normalférdelning. Varje linjarkombination

c1&1 + 267 ar en linjarkombination av de oberoende normalférdelade {1 och ¢, och
alltsa normalférdelad. Enligt omvandningen i kompendiets sats 1.21 ar (&1, &) da
tvadimensionellt normalférdelad.

pellesmoln.org/koncept/Tvadimensionell-normalférdelning - 2026-10-19



S0008M - Tvadimensionell normalférdelning

Valet ar inte unikt: alla a;; som uppfyller de tre villkoren fungerar.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.21 — Normalférdelade marginaler racker inte

Lat&; € N(0,1) och & = (&, dar & och  &roberoende och P({ = -1)=P({ =1) =0,5.

a) Bestam fordelningen for &.

b) Har (1, &) en tvadimensionell normalférdelning?

c) Har (&1, &) en kontinuerlig tvadimensionell férdelning?

¢ Lésning

a) Betinga pa { med lagen om total sannolikhet och anvéand att —=&; € N(0, 1) av symmetri:

P <x)=0,5P({ <x)+0,5P(—¢ <x)=0,5D(x) +0,5D(x) = D(x)

Alitsa| & € N(0,1)|

b) Nej. Med{ = —14aré& +& =0,sa P (& + & = 0) = 0,5. En normalférdelad variabel
antar aldrig ett enskilt virde med positiv sannolikhet, sa linjarkombinationen &; + &, ar inte
normalférdelad. Enligt kompendiets sats 1.21 ar da (&1, &)

| inte tvadimensionellt normalfordelad | — trots att bada marginalerna ar N (0, 1).

c) Nej. Punkten (1, &) ligger alltid pa n&gon av linjerna X» = x1 och X = —xj. De har arean
noll, och en dubbelintegral ver ett omrade med arean noll &r noll. Ingen frekvensfunktion

kan darfor ge linjerna sannolikheten 1, s& | fordelningen ar inte kontinuerlig |.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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Se aven

e Normalfordelning

e Korrelation

e Kovarians

e Betingad fordelning och betingat vantevarde
e Stickprov i par

Resurser

e Wikipedia: Multivariate normal distributiontz — avsnittet om bivariata fallet
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