Trippelintegraler

#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Férkunskaper: Dubbelintegraler

1. Idén bakom trippelintegralen

En enkel integral summerar funktionsvarden langs en linje, en dubbelintegral langs ett
omrade i planet, och en trippelintegral langs ett omrade i rummet. I varje steg ar det en
dimension mer fér domanen, men funktionen f sjalv andrar inte karaktar.

Grundtanken

Man summerar f:s varden i varje punkt i ett 3D-omrade och viktar med ett litet
volymelement dV . Resultatet ar en skaldr — inte en bild i ndgon hégre dimension.

Geometrisk tolkning

Geometriskt har vi kunnat tolka en enkel integral som en area och en dubbelintegral
som en volym. Da borde en trippelintegral beskriva nagot i den fjarde dimensionen —
nagot som ar betydligt skummare att visualisera an de tidigare fallen. Darfor foreslar
Stephan McCormick ett alternativt satt att se trippelintegralen.

Anledningen att integralen ar en dimension hdgre an funktionen ar att man summerar
funktionsvarden i varje punkt och lyfter vardena som en egen dimension. Man ska
fortfarande (om man kan) rita upp en bild for att forestalla sig domanen — frdn vad till
vad ska jag integrera? Det hjalper ocksa med valet av koordinatsystem.

Det ar mojligt att beskriva en trippelintegral som en hypervolym, men det ar
sallan lampligt.
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2. Definition

Integralen av en funktion f 6ver ett omrade V' C R3 skrivs

///Vf(:c,y,z)dV

och tolkas som summan av f:s varden viktade med ett volymelement dV éver hela V. 1
kartesiska koordinater ar dV = dx dy dz.

2 Specialfall — volym

Med f = 1 blir integralen volymen av V:

vol(V) = / / /V 1dv.

Trippelintegral — summan av fdV over ett 3D-omrade

I omrade V
71 volymelement dV




3. Itererad integration (Fubini)

Om V kan beskrivas av nastlade granser
a<z<b, g1(z) <y < gao(z), hi(z,y) < z < hy(z,y),

ger Fubinis sats att integralen kan skrivas som tre itererade enkelintegraler:

b rg(z) pha(zy)
// de:// / f(z,y, 2)dzdy dz.
v a Jgi(z) Jhi(z,y)

¢ Ordning far viljas

Vilken variabel som integreras innerst ar fritt att valja — det ar samma integral
oavsett. Valj ordning sa att granserna blir sa enkla som mojligt; ofta avgér omradets
form vad som ar lattast.

/N Vanlig fallgrop

Nar man byter integrationsordning maste alla granser 6versattas — bdde
inre och yttre. En blandning av granser fran tva olika ordningar ar en av de
vanligaste felkallorna.

4. Vanliga koordinatsystem

F6r omraden med rotations- eller sfarisk symmetri lonar sig nastan alltid ett variabelbyte
(se Variabelbyte i trippelintegraler).

Kooxrdinater Variabler Volymelement
Kartesiska (z,y, 2) dV =dxdydz
Cylindriska (r,0,2) dV =rdrdfdz
Sfariska (p, $,0) dV = p*singdpde d
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5. Exempel

:= Exempel 1 — tetraedern ¢ + y + z < 1iforsta oktanten >

:= Exempel 2 — volym mellan paraboloid och plan >

6. Anvandning

e VolymavV —sitt f = 1.

« Massa av kropp med densitet p(z, y, z):m = [[[, pdV.

e Masscentrum av kropp: T = % fffv xpdV, y=
wllyyedv, 2= I, zpdV.

e Troghetsmoment kring en axel.

o Sannolikheter for 3D-fordelningar i statistik.

7. Metodik — steg for steg

¢ Hur man raknar en trippelintegral

1. Rita omradet. Identifiera vilket koordinatsystem som passar (kartesiskt,
cylindriskt, sfariskt).

2.Valj integrationsordning. Inre variabel ska ha granser som ar enklast.

3. Satt upp granserna. Yttersta gransen ar konstanter; varje inre grans far bero
pa de yttre variablerna.

4. Beradkna inifran och ut, en enkelintegral i taget.

5. Kontrollera. Satt f = 1 f6r en sanity-check mot kanda volymformler.

Lasning
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e 15.5Triple Integrals

Se aven

e Dubbelintegraler

o Variabelbyte i trippelintegraler
e Hypervolym

e Masscentrum

¢ Masstroghetsmoment

Resurser

o Khan Academy: Triple integrals 2
o Wikipedia: Multiple integralrz
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