Stokes sats

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: MO068M Férkunskaper: Divergens och rotation, Kurvintegraler av vektorfalt,
Ytintegraler, Orientering (kurvor och ytor)

1. Idén — randens cirkulation lika med inre

rotation

Stokes sats ar den tredimensionella generaliseringen av Greens sats. Den sager att den
totala “snurren” V x F' summerad Gver en yta ar detsamma som cirkulationen av F'
langs ytans rand.

Grundtanken

Rotation ar ett lokalt matt pa hur faltet snurrar runt en punkt. Nar man summerar
rotationen over en yta tar grannrotationer ut varandra i det inre, och det enda som
blir kvar ar hur faltet ror sig langs randen. Det ar exakt vad satsen sager.

Det ar samma princip som i Gauss sats — lokala bidrag tar ut varandra i det inre och
bara randen Overlever.

Lokalt Globalt

rotation V x F flade [[4(V x F) - dS

faltet langs randen F.T cirkulation fas F . dF

2. Satsen
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&) Stokes sats

L&t S vara en orienterad styckvis slat yta i R® med styckvis slat rand 85,
orienterad konsekvent enligt hogerhandsregeln (se Orientering (kurvor och ytor)).

Lat F' vara ett C1-vektorfalt pa en omgivning av S. D&

isﬁ.dF:/[g(Vxﬁ).dg ://DCUTZ(I?’)-NdA

Stokes: §__F-dF = [[ (VxF)-fHds

ytan S
== randen 3S (motsols)

s TOLAtion V x F

I bilden ser man en paraboloid-cap med rotationens flodesvektor pekande
uppat genom ytan, och randcirkeln traverserad motsols sett uppifran —

exakt hogerhandsorienteringen.

3. Specialfall — Greens sats

Om S ligger plant i zy-planet med uppétorientering, sa ar dS = kdA och (V x F’) .
k=0,F — 0, F1. Stokes sats blir d&

]{ (Fy dz + Fydy) = / / (0.F, — 0,Fy) dA,
oS S

vilket ar exakt Greens sats. Stokes ar alltsa Greens uttalad i ett varv hogre dimension.
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4. Konsekvens — ytan spelar ingen roll

En vacker konsekvens: om S7 och Sy &r tvd ytor med samma rand C' och samma
orientering, sa ger Stokes sats samma varde:

//Sl(vxﬁ)-d§:j€jf’-d77://52(v><17”)-d§.

Detta ar anvandbart i praktiken — man kan valja den ytan som ger lattast rakning (t.ex.
en plan disk istallet for en bula).

/" Konservativa falt

Om F &r konservativt &r V X F= 6 sa cirkulationen langs varje sluten kurva ar
noll. Det ar forklaringen till varfér kurvintegralen da bara beror pa andpunkterna.

5. Exempel

:= Exempel 1 — ren kontroll >

:= Exempel 2 — bytt yta, samma resultat >

6. Nar ar Stokes sats anvandbar?

&) Tre situationer dir satsen sparar arbete

1. Krangligt vektorfilt langs randen, enkel rotation. Ar V X F enkel (eller
noll) blir hégersidan trivial aven nar vanstersidan ser besvarlig ut.

2. Kranglig rand, enkel rotation éver en enkel yta. Om 0.5 bestar av manga
delar kan man slippa kurvintegralen helt via ffs

3. Bytt yta. Behover du beridkna en ytintegral ffS(V X ﬁ') . dS? Byt S mot
en enklare yta med samma rand — kanske en plan disk. Samma rand =~

samma varde.



7. Raknemetod

&) Riakneschema

1. Identifiera S och 0S — och kolla att randen ar en sluten kurva (eller flera, da
med ratt tecken).

2. Bestam orienteringen av S (valj normal) och darmed av
0S5 (hégerhandsregel).

3. Rdkna rotationen V X F — eller observera att den ar noll.

4. Valj sida av satsen beroende pa vad som ar enklast — ytintegralen
eller kurvintegralen.

5. Rakna.

A Krav pa filtet

Stokes sats kraver C! p& en omgivning av hela S — inte bara randen. Om F’ ar
singulart i ndgon punkt pa S méste den punkten plockas bort eller satsen tillampas
pa ett mindre omrade.

Lasning

e 17.5 Stokes’s Theorem

Se aven

o Greens sats

e (Gauss sats

¢ Divergens och rotation

o Flodesintegraler

e Kurvintegraler av vektorfalt
e Orientering (kurvor och ytor)

Resurser

e 3BluelBrown: Divergence and curle
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e Khan Academy: Stokes’ theoremez
o Wikipedia: Stokes’ theoremz
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