Schxodingerekvationen

#fysik  #kvantfysik #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: De Broglie-vaglangd, Differentialekvationer

Newtons lagar fungerar inte for sma partiklar med vagkaraktar, sa vi behdver en ekvation som
beskriver vagen i stallet. Den tidsoberoende Schriodingerekvationen gor det for tillstand vars
egenskaper inte andras med tiden — stationara tillstand — och skrivs kompakt som
egenvardesekvationen IqL[I = Ey. Arbetsgangen ar alltid densamma: formulera ekvationen med ratt
potential U, konstruera en lamplig ¥, bestam ¢ och E ur randvillkoren, normera.

_h? d*y(x)

o2m  dx?

UMYX = Ey(x)

Foxrmeln, symbol f6r symbol

h? d*y
omae IWYTEY
potentiell total

rorelseenergi i i
(krokningen) energi energi
H y= E vy
~~ ~~
Hamilton- egenvardet
operatorn

Ekvationen ar energins bevarande, K + U = E, skriven for en vag: rorelseenergin sitter i hur mycket ¢/
kroker sig. Stor E — U ger snabb svangning och kort vaglangd, och dar E < U kroker sig i bort fran
axeln i stallet for att svanga.

1. Varfér en ny vagekvation?

For en vag pa en strang giller w = vk: vinkelfrekvensen ar proportionell mot vagtalet. Fér en fri
partikel med U = 0 ger de Broglies samband E = hw och p = Ak (se De Broglie-vaglangd)

tillsammans med E = p?/2m nagot annat:
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FOOO5T - Schrddingerekvationen

2

_ P
E_2m
21,2
ﬁw:hk
2m

Har ar  proportionell mot k?. Den vanliga vagekvationen, med andraderivator i bade x och t, kan inte
ge det sambandet. Materievagens ekvation behdver en andraderivata i rummet men bara en
forstaderivata i tiden.

2. Den tidsberoende Schrédingerekvationen

Den allmanna endimensionella ekvationen for en partikel med massan m i potentialen U (x) ar

_ﬁ_z 02¥(x, 1)
2m  0x?

0¥(x, 1)

+U(x)P(x,t) = ih o

Ekvationen kan inte harledas ur ndgot mer grundlaggande. Den motiveras av att den ger ratt samband

for en fri partikel, och den accepteras for att dess forutsagelser stammer med experimenten.
2 Motivering: varfér i maste finnas med

Ansats. Préva en sinusvag for en fri partikel, ¥ = A cos(kx — wt) + B sin(kx — wt), i en ekvation
av formen

h? 0%y oY
mae - N

med en okand konstant C.

Vansterledet. Tva derivator i x ger faktorn —k?:

2 52 2).2
—h_ o h—k [A cos(kx — wt) + B sin(kx — wt)]
2m 0x>  2m

Hogerledet. En derivata i t:

Ch aa;f = Chw [Asin(kx — wt) — B cos(kx — wt)]

Jamfor. Med Aw = A2k%/2m tar faktorerna framfor ut varandra, och koefficienterna framfor

cosinus respektive sinus maste vara lika:
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A=-CA = C'=-1 = C=i
Losningen. B = iA ger, med Eulers formel,
W(x, ) = Alcos(kx — wt) + i sin(kx — wt)] = Ae'®*)

Med potential. Fér denna vag ar —%83‘1’ = KW och ih 0,% = EW. Lagger vi till termen U¥Y
sager ekvationen alltsa K + U = E, ganger .

Eftersom i star i ekvationen ar lésningarna i allmanhet komplexa (se Komplexa tal). Det &r bara |‘P|2
som gar att mata, se Vagfunktion.

3. Stationadra tillstand

Ett tillstand med bestamd energi E kan skrivas som en rumsdel ganger en ren tidsfas:

P 0 =y e ™"

Satter vi in det i den tidsberoende ekvationen ger tidsderivatan faktorn —iE/h:
e —-iEt/h : iE —-iEt/h -iEt/h
ih v [y(x)e ™" =ih (_ﬁ) y(x)e = E y(x)e

Faktorn e_"Et/ﬁ finns i alla termer och kan forkortas bort. Kvar blir den tidsoberoende ekvationen i rutan

overst. Sannolikhetstatheten beror inte pa tiden, eftersom
|‘P|2 — l/j*eﬂ'Et/ﬁ l[le_iEt/h — |¢,|2

Det ar darfor tillstandet kallas stationdrt. Det ar fordelningen som star still, inte partikeln.

4. Losningarnas form

Skriver vi den tidsoberoende ekvationen som

dy _ 2m(E-U)
dx? h? v

ser vi direkt hur l6sningen beter sig i ett omrade dar U ar konstant:
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Omrade Lésning Konstant

E > U, Kassiskt tilatet ¢ = Asinkx + Bcoskx, svanger k= Y.2ME ~U)

h
E < U, klassiskt forbjudet ¢y = Ce®™ + De ™, vaxerelleravtar = V zm(fl,J - E)

Det forbjudna omradet behandlas i Partikel i potentialbrunn och Kvantmekanisk tunnling. For en fri
partikel ar iy = A;e™ + A,e ™ med E = A?k?/2m. Det r tva vagor som gar at var sitt hall, och med
lika stora amplituder blir de tillsammans en staende vag.

Losningarna maste ocksa uppfylla nagra krav:

e | &r kontinuerlig 6verallt.

e dy/dx ar kontinuerlig 6verallt dar U ar andlig.
e Y=0darU = oo,

e U garattnormera, alltsd y — O narx — +oo.

Kraven valjer ut vilka energier som ar tillatna. Ekvationen ar dessutom linjar, s en summa av lésningar
ar ocksa en losning.

/N Vanliga fel

¢ | tolkas som en forskjutning eller en bana. Vagfunktionen svanger inte i rummet som en
strang. Bara | /| 2 har en fysikalisk tolkning.
e Felteckenpd E — U.Dar E < U blir l6sningen exponentiell, inte en sinus. Kontrollera

alltid tecknet innan du valjer ansats.

e “Stationart” tolkas som “i vila”. Ett stationart tillstand har bestamd energi och en
tidsoberoende | W |2. Partikeln har anda rérelseenergi.

e hochhblandas. E = h?k?/2m med k = 211/A ger E = h?/(2mA®?). Skriver man h i stallet
for A blir svaret fel med en faktor 472

5. Losta exempel
:= Exempel — Fri elektron som stdende vag

Visa att (x) = Asinkx + B cos kx loser den tidsoberoende Schrddingerekvationen med U = 0,
och bestam energin. Berdkna energin i eV for en elektron med vaglangden 0,400 nm.
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J Lésning

Derivera tva ganger.
@ = —k*Asinkx — k’B cos kx = ki
dx?

Satt in. Med U = 0 blir vansterledet

h? h2k?

_—2 = —
2m Ky) 2m

Det ar en konstant ganger i, sa funktionen ar en ldsning med

h2k? h?
E= 2m  2mA2

Siffror.

e (6,626 - 10734)
2-9,109 - 1073 - (0,400 - 1079)°

=1,51-1018J~|9,40 eV

Fysika: Te (h, m,)

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Elektron i ett klassiskt férbjudet omrade

En elektron med energin 2,00 eV kommer in i ett omrade dar U = 5,00 eV. a) Visa att Y(x) =
De ™" |6ser den tidsoberoende Schrédingerekvationen dar, och bestam k. b) Hur l[angt in i
omrédet har | |2 sjunkit till 1,00 % av vardet vid grinsen?

¢ Lésning

a) Tva derivator ger l/I” = K Y. Insatt:
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ﬁ2
—5- Ky Uy = Ey

_2m(U - E)

Med U — E = 3,00 eV = 4,806 - 10719 3:

_4/2+9,109 - 10731 - 4,806 - 10719
o 1,055 - 10-3%

~|8,87-10° m!

b) |y]? x e, s

e 2% =0,0100

L _In100 4605
2k 2-8,874-10°

~ 10,259 nm

Partikeln tranger alltsd in ungefar en atomdiameter i ett omrade som den klassiskt aldrig
kan na.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

Lasning

e 40.1 Wave Functions and the One-Dimensional Schrédinger Equation
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