Sannolikhetsmatt

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Utfallsrum och handelser

Ett sannolikhetsmatt tilldelar varje handelse ett tal mellan 0 och 1 sa att hela utfallsrummet far 1 och
disjunkta handelser adderas. Ur de tre kraven foljer alla rakneregler, bland dem komplementregeln

och additionssatsen.

1. Definitionen

Den klassiska definitionen P (A) = g/m galler bara nar utfallen ar andligt manga och lika sannolika. I
stallet for att definiera vad P (A) ar i allmanhet kraver vi att sannolikheter har vissa egenskaper.

Definition 2.3. En funktion P som till varje handelse A i ett utfallsrum Q ordnar ett reellt tal P (A)
kallas ett sannolikhetsmatt om

a) 0<PA)<1 forallaA
b) P(Q)=1
¢) P(AUuB)=P(A)+P(B) omA och B ar disjunkta

P (A) kallas da sannolikheten for A.

2. Masstolkningen
¢) Sannolikhet som massa

Tank pé sannolikhet som massa utspridd 6ver €2, med total massa 1. D& ar P (A) massan pa A,
och de tre egenskaperna blir sjalvklara: massan ar aldrig negativ och aldrig mer an helheten, hela
Q vager 1, och tva omraden som inte 6verlappar vager tillsammans summan av sina massor.
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S0008M - Sannolikhetsmatt

Masstolkningen ar ocksa det enklaste sattet att troliggora raknereglerna nedan: rita mangddiagrammet

och fraga var massan hamnar.

3. Komplementregeln

Sats 2.3.

P(A%) =1-P(A)

A och A€ ar disjunkta och fyller tillsammans hela €2, s& deras massor summerar till 1.

&) "Minst en" via komplementet

“Minst en av handelserna intraffar” ar A U B, och “ingen intraffar” ar dess komplement. Darfor

P(ingen) = P((A U B)') =1 - P(A U B)

Nar “minst en” ar kranglig att rakna direkt ar “ingen” ofta enkel, och tvartom.

4. Additionssatsen

Sats 2.4.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A n B)

Adderar vi massan pa A och massan pa B har snittet A N B raknats tva ganger. Vi drar bort det en
géng. Ar A och B disjunkta &r P (A n B) = 0 och vi &r tillbaka i egenskap c).

/ Tre hindelser

Samma rakning med tre handelser: snitten parvis har raknats tva ganger och dras bort, men da
har trippelsnittet forst lagts till tre ganger och dragits bort tre ganger, sa det maste laggas tillbaka:

P(AUBUC)=P(A)+P[B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BnC)+PAnBn(
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/\ Vanliga fel

e Addera utan att dra bort snittet. P(A U B) = P(A) + P (B) galler bara for disjunkta
handelser. Ett svar storre an 1 ar ett sakert tecken.

 Blanda ihop disjunkt och oberoende. Disjunkt betyder P (A n B) = 0. Oberoende betyder
P(A n B) = P(A)P(B), se Oberoende handelser.
e Rakna “minst en” direkt nar komplementet “ingen” ar en enda term.

5. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 1, 6vning 7 — Satserna 2.3 och 2.4 med masstolkning

Troliggor komplementregeln (Sats 2.3) och additionssatsen (Sats 2.4) med hjalp av
masstolkningen eller en egen tolkning. Rita figur.

2 Lésning

Tank pa sannolikheten som massa utspridd 6ver Q, med total massa 1 (avsnitt 2).

Ac: Aintraffar inte A U B: Aeller B eller bada A n B: bdde A och B disjunkta:ANB=90
Q Q Q Q

Sats 2.3. A och A€ dverlappar inte och tacker tillsammans hela Q. Deras massor summerar
darfor till hela massan: P(A) + P(A°) = 1, alltsa P(A°) = 1 - P (A).

Sats 2.4. Dela A U Biitre bitar som inte 6verlappar: A N B, A n B och B n A°. Massan pa
A ar de tva forsta bitarna och massan pa B de tva sista. Adderar vi P (A) och P (B) har
mittbiten A N B kommit med tva ganger, sa vi drar bort den en gang:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(An B)
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Exempel. Med P (A) = 0,1, P(B) = 0,2 och P(A n B) = 0,05 (6vning 8 nedan) blir
P(A U B) = 0,25 — lagg ihop de tre omradena i figuren till dvning 8 och se att det stammer.

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimfora med.

‘= Lektion 1, 6vning 8 (Vannman 2.15) — Tva fel pa byggelement

Vid tillverkning av en viss typ av byggelement kan tva slags fel, A och B, uppkomma. Vi vet
att P(A) = 0,1, P(B) = 0,2 och P(A n B) = 0,05. Berakna sannolikheten att en tillverkad
enhet har

a) atminstone nagot av felen,
b) felet A men inte felet B,
c) felet B men inte felet A,

d) exakt ett av felen A och B.

Z Lésning

Figuren fordelar sannolikhetsmassan pa de fyra omradena; b)—d) kan lasas av direkt.

0,75 (ingen)
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a) “Atminstone ndgot” ar A U B. Additionssatsen:

P(AUB)=0,1+0,2-0,05=[0,25

b) A delas i tva disjunkta bitar, A N BochA n B¢, saP(A) = P(An B)+P(An B°):

P(An B =P(A)-P(AnB)=0,1-0,05=[0,05

c¢) Pa samma satt:

P(BnA%=0,2-0,05=(0,15

d) “Exakt ett” ar de tva disjunkta manskéarorna fran b) och c):

P((An B U (B nA%))=0,05+0,15 =[0,20

Rimlighetskoll. “Exakt ett” plus “bada” ska vara “minst ett”: 0,20 + 0,05 = 0,25, som i a).

Svariboken (2:a uppl., 2.15): a) 0,25, b) 0,05, c) 0,15, d) 0,20.

:= Lektion 1, dvning 9 (Vannman 2.16) — Tre tidningar

I en tatort med 30 000 invanare finns tre tidningar, A, B och C. En undersokning visade att

Laser Antal Laser Antal
A 12 000 Aoch B 7 000
B 8000 AochC 4500
C 6 000 Boch C 1000

A,BochC 500

Hur stor ar sannolikheten att en slumpmassigt vald invanare laser

a) minst en av tidningarna,
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b) ingen av tidningarna,

c) en och endast en av tidningarna?

2 Lésning
Med invanaren vald pa mafa ar sannolikheten for varje grupp dess andel av 30 000:

12 8 6
P@=5. PB)=g3. PO)=5

30° 0’ P

7 4,5
P(AﬂB):%, P(AOC):%,

a) Additionssatsen for tre handelser:

12+8+6-7-45-1+05 14 [7]_
P(AUBUC)= = =25 7| 15 |* 047

b) Komplementet till a):

7
P(AUBUC)Y)=1-— =|—|~0,53
(( )) ==

c) Fylli mangddiagrammet inifran och ut: trippelsnittet forst, sedan de parvisa snitten minus
trippelsnittet, sist de tre ytteromradena.
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4000

De som laser exakt en tidning ar de tre ytteromradena: 1000 + 500 + 1000 = 2500.

2500 [1]_
P(exakt en) = m = E o 0,083

Rimlighetskoll. Summan av alla sju omraden i figuren ar 14 000, samma tal som gav 7/15

ia).

Svar i boken (2:a uppl., 2.16): a) 0,47, b) 0,53, c) 0,08. Stdmmer ocksd med det
handskrivna l6sningsférslaget.

:= Lektion 2, dvning 2 (Vannman 2.10 och 2.11) — Disjunkta handelser

2.10 Berékna P (B) om A och B ar disjunkta handelser sddana att P (A) = 0,250ch P(A U
B) =0,75.

2.11 Tva handelser A och B har sannolikheterna 0,6 respektive 0,7. Kan handelserna

vara disjunkta?
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J Lésning

2.10 Disjunkta handelser har P (A n B) = 0, sa egenskap c) i definitionen ger P(A U B) =

P(A) + P (B):

P(B)=P(AUB)-P(A)=0,75-0,25 =

2.11 Om de vore disjunkta skulle P(A U B) = 0,6 + 0,7 = 1,3 > 1, vilket strider mot
P (A U B) < 1. Nej, de kan inte vara disjunkta. Additionssatsen ger dessutom att snittet
maste vaga minst P(An B)=P(A)+P(B)-P(AuB)>1,3-1=0,3.

I masstolkningen: tva bitar med massorna 0,6 och 0,7 far inte plats i en total massa 1 utan

att 6verlappa.

Svar i boken (2:a uppl., 2.10 och 2.11): 0,5 och Nej.

‘= Lektion 2, 6vning 3 — Fel pa vaxellador

Vid tillverkning av vaxellador kan tva typer av fel uppkomma, fel A och fel B. Sannolikheten for fel
A ar 0,03 och for fel B ar den 0,05. Bada felen kan uppkomma samtidigt, med sannolikheten
0,015. vad ar sannolikheten att en slumpmassigt utvald vaxellada har

a) minst ett av felen,

b) inte nagot fel,

c) exakt ett fel?

/ Losning

Givet: P(A) = 0,03, P(B) = 0,05, P(A n B) = 0,015.

a) Additionssatsen:

0,5

P(A v B)=0,03+0,05-0,015 ={0,065
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b) Komplementet till a):

P((AU B)) =1-0,065 =[0,935

c) “Exakt ett” ar “minst ett” minus “bada”:

P (exakt ett) = P(A U B) — P(A n B) = 0,065 — 0,015 =

Ett annat satt, via manskarorna: P(A n B¢) + P(B n A®) = (0,03 - 0,015) + (0,05 -

0,015) = 0,015 + 0,035 = 0,05.

Facit: a) 0,065, b) 0,935, c) 0,05.

Se aven

e Utfallsrum och handelser

e Klassiska sannolikhetsdefinitionen
e Betingad sannolikhet

e Oberoende handelser

e Mangdlara

Resurser

e Khan Academy: Probabilitytz

e Wikipedia: Probability axioms
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