Poissonfordelning

#matematik #statistik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Binomialfordelning

Poissonfordelningen beskriver antalet sallsynta, oberoende handelser under en viss tid eller i ett visst
omrade, till exempel samtal till en vaxel per minut eller fel per meter kabel. Den har bara en

parameter, vantevardet A.

1. Sannolikhetsfunktionen

Poissonfordelningen raknar antalet handelser i ett fixt intervall — per sekund, per kvadratmeter, per
produktionsparti. Lat & vara det antalet och A den genomsnittliga intensiteten. D& &r & € Po(A) med

A
PE=k=27e’, k=012,

Till skillnad fran binomialférdelningen finns ingen dvre grans for k: vi rdknar handelser, inte lyckade
forsok av ett fixt antal.

¢) Tre antaganden

1. Konstant intensitet A 6ver hela intervallet.
2. Oberoende — en handelse paverkar inte sannolikheten for nasta.
3. Inga sammanfallande hdandelser — tva intraffar aldrig exakt samtidigt.

2. Vantevarde, varians och kopplingen till binomialfordel-
ningen

E©)=V(§) =2
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Att vantevarde och varians sammanfaller ar férdelningens signum: har ett datamaterial ungefar lika
stort medelvarde som varians ar Poisson en rimlig forsta modell.

Fordelningen uppstar som gransfall av binomialférdelningen narn — o0 ochp — 0 med produkten
np = A konstant (harledningen nedan). Det forklarar dess rackvidd: ménga méjliga tillfallen, férsumbar
sannolikhet var for sig, mattligt férvantat antal. Summan av oberoende Poissonvariabler &r dessutom
sjalv Poissonférdelad, med A adderade — darfor spelar det ingen roll om vi raknar per sekund eller per
minut, bara A skalas med.

¢ Harledning: Poisson som grénsfall av binomialférdelningen
Satt p = A/ni binomialférdelningen och latn — oo med k fixt:

n AKX A" A nam-1)--(-k+1) A" A M

PG -5 =5 i A-%) (1-5) = e
~ ~ - HC)\_/ T

Mittfaktorn gar mot e enligt standardgransvardet (1 + x/n)" — %, se Gransvarden. Samma
gransévergang gerE =np =AochV =np(1 —-p) - A.

‘= Exempel — sonderfall i en detektor

Ett preparat ger i genomsnitt 4 registrerade sonderfall per sekund. Vad ar sannolikheten att exakt
2 registreras under en given sekund?

J Lésning

Setup. Sonderfall &r oberoende och intensiteten konstant, sa £ € Po(4) med A = 4 och vi
sokerk = 2.

Rakningen.

42
PE=2)= je“‘ =8e 4 ~|0,147

Rimlighetskoll. Vintevirdet dr 4 och 0 = /4 = 2, s& k = 2 ligger en standardavvikelse
under medelvardet — en dryg tiondel av massan ar rimligt dar. Binomialmodellen
Bin(1000, 0,004), alltsd manga sma sonderfallschanser med samma np = 4, ger 0,146.
Gransovergangen stammer.
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P& raknaren. poissPdf(4,2) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Po(4): detektorexemplet Po() blir symmetrisk nar A vaxer
04 A=1
0.2 PE=2) ~ 0,147
0,3
< 0,15
1l =
£ oa 02 1A
e v A=10
0,05 0.1
0 0
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k k

Till vanster detektorexemplet, med k = 2 markerat strax under toppen vid A = 4. Till héger syns hur
fordelningen andrar karaktar med A: vid A = 1 &r den kraftigt hgersned med sin massa vid noll, medan
den vid A = 10 har blivit nastan symmetrisk — det &r normalapproximationen som bérjar gélla.

Radioaktivt sonderfall ar standardexemplet just for att antagandena haller exakt — se Karnfysik.

3. Approximationer

Villkox Approximation

¢ € Bin(n,p) medp <0,10ochn > 10 & ~ Po(np)

& € Hyp(N,n,p)medp +n/N <0,1ochn>10 & = Po(np)

Poissontabellen i kursboken ger férdelningsfunktionen P (€ < X), precis som poissCdf(A,0,x)

pa réknaren.
/\ Vanliga fel

o Glémma att skala A. Ar intensiteten 4 per timme blir antalet under 30 minuter Po(2), inte
Po(4).

» Taroten ur fel storhet. V (&) = A, sé standardavvikelsen &ar VA, inte A.

e “Minst en” utan komplement. P (€ > 1) = 1 — e 4r enklast; att summera uppat tar
aldrig slut.
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4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 5, dvning 1 — Kunder till ett systembolag

Antalet kunder som anlander till ett systembolag under en 3-minutersperiod antas vara & €
Po(4). Berakna sannolikheten att det under en 3-minutersperiod anlander

a) hogst 1 kund,
b) minst 1 kund,
c) mer an 5 kunder,

d) exakt 4 kunder.

¢ Lésning

¥
P& =k)= e
a)

PE<1)=e*1+4)=5*~|0,092

b) Komplementet till “ingen”:

PE=>1)=1-¢*~|0,982

c) Komplementet till “hégst 5”. Tabellen (eller poisscdf(4,0,5)) ger F(5) = 0,785:

P(E>5)=1-F(5) ~[0,215

d)

44 256
ot

PE=4)= —e*="e*%|0,195
C=9=ge =
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Facit: a) 0,092, b) 0,982, c) 0,215, d) 0,195.

‘= Lektion 4, 6vning 8 — Fartyg till en hamn
Antalet fartyg som anlénder till en hamn under en dag ar Poissonférdelat med A = 2.
a) Vad ar sannolikheten att fler an 3 fartyg anlander en viss dag?

b) Hur manga fartyg maste hamnen ha kapacitet for att med minst 95 % sannolikhet kunna
betjana alla fartyg som anlander en bestamd dag?

2 Lésning

X

2
& =antalfartygendag, £ € Po(2), P (¢ =x) = Fe_z'

a)

4 8
P@>3):1—P@s3):1—éﬂi+2+§+6)w1—a&w: 0,143

b) Vi s6ker minsta kapacitet c med P (€ < ¢) > 0,95:

P(E<3)~0,857, PE<4)~0947, P(E<5)~0,983

Fyra racker inte, fem gér det: kapacitet for | 5 fartyg |

Svar i boken (2:a uppl., 3.19): a) 0,143, b) 5 fartyg. Uppgiften dr dtergiven ur det handskrivna
[6sningsférslaget, och svaret stimmer ocksd med det.

Se aven

e Binomialfordelning
e Stokastisk variabel
e Hypergeometrisk férdelning
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e Karnfysik

Resurser

e Khan Academy: Poisson distributionez
e Wikipedia: Poissonférdelningrz
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