Partikel i tvadimensionell lada

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Partikel i lada

Utvidgningen till tva dimensioner separeras genom ansatsen i/ = Y, sd att randvillkoren i x- och y-
led kan behandlas var for sig. Varje riktning ger sitt eget kvanttal ur sitt eget randvillkor, och den

totala energin blir summan av bidragen, E = Ex + E,. Med olika sidlangder Ly och Ly, ligger nivaerna
oregelbundet, sa vilket tillstand som ar narmast under ett givet maste avgéras genom att rakna

pa kandidaterna.

262 2 2
m°h (nx+ny
2 2
L Ly

X
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Fysika: Fd3 (i formen for en endimensionell [dda, E,, = n’>m?h?/2ma?; hir en sddan term per riktning)

Formeln, symbol f6r symbol
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Varije riktning ar en egen endimensionell lada med sitt eget kvanttal, och energierna adderas: E =
E, + E,. En kort sida ger stora energisteg i sin riktning, eftersom sidlangden stari namnaren.

1. Separation av variabler

Ladan &r en rektangel 0 <x < L,,0 <y <L, med U = 0 inuti och odndligt utanfor. Precis som i den

endimensionella ladan maste  vara noll pa hela randen. Inuti lyder Schrodingerekvationen

A2 52 2
- a_w + a_w = E[l[
2m " 0x*>  0y?
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Poangen med ansatsen Y(x,y) = X(x) Y (y) ar att en partiell differentialekvation i tva variabler delas
upp i tva vanliga ekvationer, en per riktning.

2 Harledning av vagfunktionerna

Satt in ansatsen. Derivatan med avseende pa x verkar bara pa X, och den med avseende pdy

barapaY:
2 " "
-—— XY +XY )=EXY
2m
Dela med XY.
_ﬁ2 X" B A2y’ B
2Zm X 2mY

Forsta termen beror bara pa x och andra bara pa y. Summan ar konstant for alla x och y, sa varje
term maste vara konstant for sig:

h? _. h?_.
X =EX -—_Y'=EY E=E-+E

Randvillkoren. ¢y = 0 pad x = 0 och x = L, for alla y kraver X(0) = X(L,) = 0, och pa samma sétt
Y (0) = Y(Ly) = 0. Varje ekvation &r alltsd en endimensionell lada:

2 NxTTX n’m’h?
X(x) =4/ — si E, =2
(%) L sin L X 2mL2

2 nny 22 h2
Y(y) =4/ — sin =< E, =2
\' L, "L, 2mL2

Normering. Integralen av |y/| 2 bver rektangeln delas upp i en x-integral ganger en y-integral,
och var och en ar redan 1. Produkten ar darfér normerad.

Resultatet ar ett tillstand per talpar (ng, ny) med ny,ny = 1,2,3, ...

2 . MJIX | nymy
sin sin

ny,n X) =
lllx;y( y) /LxLy LX Ly

Fysika: Fd3 (i formen yn(x) = /2/a sin(nmx/a); hir en sddan faktor per riktning)
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Energin E = E, + E, &r formeln i rutan 6verst. Tvd dimensioner krdver tva kvanttal, ett per riktning.

2. Kvadratisk lada och degeneration

Med L, = L, = L blir energin ett heltal gdnger en grundenhet:

m?h?

Enx,ny = EO (l’li + n)Z/) EO = 2mL2

Grundtillstandet &r (1, 1) med E = 2E,, alltsd inte E. De lagsta nivaerna:

ng +n; tillstdnd  degenerationsgrad
2 1,1 1
5 (1,2),2,1) 2
8 ,2) 1
10 1,3),3,1) 2
13 2.3),3,2) 2
17 1,4),(4,1) 2

Tillstanden (1, 2) och (2, 1) ar olika vagfunktioner med samma energi. En niva med flera oberoende
tillstand kallas degenererad, och antalet tillstand ar nivans degenerationsgrad. Har kommer
degenerationen frdn symmetrin: att vrida kvadraten 90° byter x mot y och darmed (ny, n,) mot

(ny, nx).

Det finns ocksa tillfallig degeneration, som inte foljer av nagon symmetri. Talet 50 kan skrivas bade
som 1% + 72 och som 5% + 52, sa nivan 50E har de tre tillstanden (1, 7), (7, 1) och (5, 5).

3. Rektangulir lada

Med L, B L, & symmetrin borta, och (1, 2) och (2, 1) far olika energi: degenerationen hévs. Figuren
visar hur nivaerna delar sig nar ladan dras ut i y-led.
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Energinivderna i enheter av Eq = nzﬁZ/ZmL)% ndr Ly véxer frdn Ly till 2,3Ly. Vid kvadraten
sammanfaller (1, 2) och (2, 1), och (1, 3) och (3, 1). Tillstdnd med stort n,, sjunker snabbast. Vid L, =
2Ly korsas (2, 2) och (1, 4), och ger en ny, tillféllig degeneration.

Tva foljder:

e Ordningen maste riaknas fram. Det lagsta exciterade tillstandet &r det med n = 2 langs den
langsta sidan, eftersom n®/L? 6kar minst dar. Nivaerna hégre upp hamnar i en ordning som inte
gar att gissa.

e Heltalskvoter ger nya sammanfall. Om L, = 2L, blir E 4n)2( + n}z,, och da ger till exempel
(2,2) och (1, 4) bada 20.

4. Sannolikhetstathet och nodlinjer

Sannolikhetstatheten ar en produkt av tva endimensionella tatheter:

4  , ngx . ,n,may
|‘l’nx,ny |2 = — SlIl2 X Sln2 A
LyL, L, L,

Dar |y| 2 = 0inne i ladan ligger nodlinjer, rita linjer parallella med sidorna. Tillstandet (nx, ny)
har n, — 1 lodréta och n, — 1 véagrata nodlinjer, och delar darfor ladan i nyn,, rutor med ¢ av
vaxlande tecken.
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samma energi, olika tillstand
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streckat: nodlinjer dar ¢ = 0 - farg: tecknet pa ¢

Tecknet pd Y i fem tillstdnd i en kvadratisk ldda. De streckade linjerna dr nodlinjer: (ny, n,) harn, — 1
lodrdta och ny — 1 vdgrdta, som delar lddan i nxny, rutor. (2, 1) och (1, 2) har samma energi men dr
olika tillsténd.

e (1, 1):ingen nodlinje, en enda puckel mitt i ladan.
e (2,1): enlodrat nodlinje vid x = L,/2, tva pucklar bredvid varandra.
* (1,2):envégrat nodlinje vid y = L,/2, tvd pucklar ovanfor varandra.

De tva sista har samma energi i en kvadratisk lada men olika tathet. Degenererade tillstand ar alltsa
fysikaliskt olika tillstand, inte samma tillstand raknat tva ganger. Samma sak i tre dimensioner, med tre
kvanttal, ger den degeneration som bygger upp skalen i atomer.

/\ Vanliga fel

e Ett kvanttal sétts till noll. Bdde ny och ny bérjar pa 1. Med ny = 0 blir ¢y = 0. Grundnivan i
en kvadratisk lada ar darfor 2E, inte Ej.

e (1,2)och (2, 1) raknas som ett tillstand. De ar tva olika vagfunktioner, och
nivan har degenerationsgrad 2. Det spelar roll nar elektroner fylls pa enligt
Paulis uteslutningsprincip.

* Nivaordningen gissas. I en rektangular l[ada ska kandidaterna raknas ut. Med L, = 2Ly
ligger till exempel (1, 3) under (2, 1).

e Ly och Ly byts. ny hérihop med Ly. Ett byte ger fel energi sé fort sidorna ar olika.

» Degenerationen tros forsvinna helt i en rektangel. Vid heltalskvoter som L, = 2Ly kan
nivaer ater sammanfalla.
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5. Losta exempel
‘= Exempel — Elektron i kvadratisk lada

En elektron ar instangd i en kvadratisk tvadimensionell lada med sidan 0,500 nm. Bestam de fyra
lagsta energinivaerna och deras degenerationsgrad (utan spinn). Bestam ocksa vaglangden hos

den foton som lyfter elektronen fran grundtillstandet till den forsta exciterade nivan.

2 Lésning
Grundenheten.

h? 2 (1,055 - 10734)°

EO = =
2m.L2  2.9,109 - 1073 - (0,500 - 1079)?

=241-10"J=1,504 eV

Fysika: Te (A, me)

Nivaerna. De minsta vardena pa n)z( + n§ ar2,5,8o0ch 10:

El,l = 2E0 =13,01 eV (1 tillsfand)

E1’2 = E2’1 = SEO =17,52 eV (2 tillst°and)

Ey, = 8Ey =(12,0eV| (1 tillstand)

Ei13=E3; = 10Ep =|15,0eV | (2 tillstand)

Fotonen. AE = 5E, — 2E, = 3E; = 4,51 eV:

:E _ 12406V'nm N
AE 4,51 eV

Det ar ultraviolett ljus.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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‘= Exempel — Rektangular lada med dold degeneration

En elektron sitter i en rektangular ldda med Ly = 0,400 nm och L, = 0,800 nm. Bestam de
sex lagsta tillstanden och deras energier, och avgér om nagon niva ar degenererad. Vilken
vaglangd har fotonen som sands ut vid dvergangen fran det forsta exciterade tillstandet

till grundtillstandet?

¢ Lésning
Skriv energin med en enhet. Med L, = 2L:

m?h? n’ n’
E = n2 + _y = E n2 + _y
2meL)2( ( X 4 ) OX( X 4 )

2 (1,055 - 10734)

0x = 5 J =2,350 eV
2+9,109 - 10731 - (0,400 - 1079)
Rikna kandidaterna. Virdet av n? + n§/4:
(nX! n}’) (15 1) (1’ 2) (1) 3) (2’ 1) (1: 4)
n; +n/4 1,25 2 3,25 4,25 5
E (eV) 2,94 4,70 7,64 9,99 11,8

Néasta kandidat &r (2, 3) med 6,25, alltsa hogre.

Degeneration. (1, 4) och (2, 2) har bada 5Ey:

E1,4 = Ez,z = 11,8 eV

Det &r en tillfallig degeneration som beror pé att sidkvoten &r ett heltal. Ovriga nivaer ar

icke-degenererade.

Fotonen. Forsta exciterade tillstandet &ar (1, 2), med AE = (2 — 1,25)Eox = 1,763 eV:
1240 eV : nm
T o
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Det ar rott ljus. Observera att (2, 1) ligger forst pa femte plats.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 41.2 Particle in a Three-dimensional Box
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