Partikel i potentialbrunn

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Partikel i lada

Med en andlig vagghojd Uy i stallet for oandlig blir iy en sinusvag inne i brunnen och en avtagande
exponentialfunktion utanfér, en pé var sida. Losningarna maste matchas s att bade ¢ och dyr/dx ar
kontinuerliga 6ver randerna, vilket kraver numerik — det finns inga enkla uttryck. Tre skillnader mot
den odndliga ladan foljer: ¢ ar inte noll vid randerna, sa vaglangden blir langre och energinivaerna
darmed lagre; antalet bundna nivaer ar andligt med ett kontinuum ovanfér Up; och vagfunktionen
ar inte noll utanfor brunnen, sa partikeln har en sannolikhet att befinna sig dar klassisk fysik
forbjuder den.

dy(x) _ 2m
dx? h2

(Uo ~E)Y(x) — Y(x) = Ce™ + De™

Formeln, symbol f6r symbol

dy  2m
I A
~_~ ————
krokningen k>>0 utanfor
brunnen

wx)= Ce* + De™

—
vaxer; stryks  avtar; stryks
for x>L for x<0

Utanfor brunnen béjer sig i bort fran axeln i stallet for mot den. Da kan den inte svanga utan bara vaxa
eller avta exponentiellt, och bara den avtagande delen gar att normera. Partikeln nar darfér en bit,
ungefar 1/k, in i vaggen.
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1. Tre omraden

Brunnen har U = 0for0 < x < L och U = U, utanfér. Vi soker bundna tillstand, alltsd 0 < E < U,.
Da delas x-axeln i tre omraden dar Schrodingerekvationen har olika karaktar.

Inneibrunnen. Med U = 0 &r ekvationen densamma som i den oandliga ladan:

d*y
- -k k =
dx? v

Y(x) = Asinkx + B cos kx

Utanfor brunnen. Har ar Uy — E > 0, och ekvationen i rutan 6verst ger exponentialfunktioner med

_ V/2mUo - E)

h

Fysika: Fd3 (samma K som under tunneleffekt)

Vagfunktionen méste ga att normera, s& den far inte vaxa nar |x| — oo. Férx < 0 stryks darfér
termen De ™, och for x > L stryks Ce'*:

Y(x)=Ce” (x<0)  y)=De™ (x>1L)

2. Anslutningsvillkoren

Enligt Schrodingerekvationen ar o« (U — E)i. Potentialen gor ett andligt hopp vid randen, s& "
gor ocksa bara ett andligt hopp. Da ar dis/dx kontinuerlig, och darmed ocksa Y. Det ger fyra villkor, tva
vid varje rand:

dy
och

Vot g

— kontinuerliga vid x =0 ochx =L
X

Villkoren gar bara att uppfylla for vissa E, och det ar sa kvantiseringen uppstar. Villkoret ¢y = 0 vid
vaggarna galler inte langre.

y‘ Harledning av kvantiseringsvillkoret

Flytta origo till mitten. Brunnen ligger nu pa —L/2 < x < L/2. Potentialen ar symmetrisk, sa
tillstdnden ar antingen jamna, Y = cos kx inuti, eller udda, ¢ = sin kx inuti. Utanfor hoger rand ar
l// o e—KX.

Kvoten s /i vid x = L/2. Bada villkoren vid randen kan slas ihop till att ¢y /i ska vara lika pa
bada sidor. Utanfor ar kvoten —k.
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Jamna tillstand:

—ksin(kL/2) _ .
cos(kL/2)

Udda tillstand:

kcos(kL/2) e
sin(kL/2)

Dimensionslésa variabler. Infor z = kL/2 och

L +/2mUj
Zyg = —°
2 h
Eftersom k? + k%> = 2mU,/A? blir kL/2 = \/ZS — 72, och villkoren blir
—-z? (jamna) —zcotz =4/z —z> (udda)

Det ar transcendenta ekvationer. De l6ses grafiskt eller numeriskt, inte med en formel.

Koppling till den oindliga brunnen. Med E;_pw = m°H%/2mL?, grundnivan i en oandlig brunn

med samma bredd, ar
2
E 2z U()
=(—) Zy =
E1pw T E1pw

Gransen Uy — o gerzg — 0, och da ligger l6sningarnavid z = /2, m, 3m/2, ..., vilket ger

NS

E = nE,_pw som i den oandliga ladan.

3. Antalet bundna tillstand

Vansterleden z tan z och —z cot z gar vaxelvis fran 0 till co pa varje intervall av langden /2, medan
hogerledet avtar fran zg till0 pa 0 < z < z(. Varje paboérjat intervall ger darfor exakt en l6sning, och
antalet bundna tillstand blir
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Uo

E 1-IDW

N=] 1

dar [ ] betyder avrundning uppat till heltal. En brunn har allts3 alltid minst ett bundet tillstand, hur

grund den an ar.

Brunnen med Uy = 6E1_.1pw. Har ar \/6 = 2,45,sa N = 3. Numerisk losning av villkoren ger

2

n E./E1.pw E,./Uy odandlig brunn, n
1 0,625 0,104 1
2 2,43 0,406 4
3 5,09 0,848 9

kontinuum: obundna tillstand, E > U,

Uo = 6E1 1w

energi / El,IDW

De tre bundna tillstanden i en brunn med Uy = 6E1_pw, ritade pd sina energinivder. Vagfunktionerna
dr inte noll vid randerna utan klingar av exponentiellt utanfér brunnen. Den odndliga brunnens nivaer
E1.1pw och 4E1 1pw (streckade) ligger higre, och dess nivd 9E1-1pw finns inte alls bland de bundna.
Ovanfér Uy dr energin inte kvantiserad.
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4. Jamforelse med den oandliga brunnen

odndlig brunn &ndlig brunn

Y vid randen 0 skild fran 0

Y utanfor 0 o« el

antal bundna nivaer  oandligt manga N, alltid minst 1
nivaderna nZEl_IDw lagre an anl_IDw
Over brunnskanten finns inte kontinuum for E > Uy

Nivaerna ligger lagre eftersom y far sticka ut en bit utanfor. Vagen far plats med en langre vaglangd,
och langre vaglangd betyder mindre rérelseméangd och darmed lagre energi. Skillnaden ar storst for de
hogsta nivaerna, som ligger narmast kanten.

5. Intrangningsdjupet

-2k | x|

Utanfér brunnen avtar sannolikhetstatheten som || xe raknat fran randen. Ett matt pa hur

langt ut partikeln nar ar langden dar ¢ har minskat med faktorn e:

h
V2m (U, - E)

Nivaer nara kanten har litet Uy — E och tranger darfor langst ut. Klassiskt ar omradet utanfor

1
6:—:
K

forbjudet, eftersom den kinetiska energin E — Uy, dér skulle vara negativ. Ar barridren tunn jamfért

med 6 kan partikeln ta sig igenom, vilket ar tunnling.

En anvandbar tumregel ar att den andliga brunnen beter sig ungefar som en oandlig brunn med den
effektiva bredden L + 26.

Uo

U lacker ut en stracka 0 = 1/k

vagen far plats i en lada
som ar 28 bredare

langre vaglangd

- mindre rorelsemangd
5 - lagre energi
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Grundtillstandet i en brunn med Uy = 6E1_pw (heldraget) och en halv sinusvag i en odndlig ldda med
bredden L + 26 (streckat). Inne i brunnen gér de knappt att skilja dt: vdgen beter sig som om véggarna
stod & ldngre ut, och ddrfér ligger nivén ldgre.

I\ Vanliga fel

e kraknas med Uy i stéllet for Uy — E. Avklingningen bestams av hur [angt under kanten
nivan ligger, inte av brunnsdjupet ensamt.

¢ Den oandliga brunnens formel anvands f6r de exakta nivaerna. anl_IDW ar en ovre
grans, inte svaret. De exakta nivaerna kraver numerisk losning.

e | = 0 satts vid randen. Det galler bara nar vaggen ar oandligt hog. I den andliga brunnen
ar det ¢ och dys/dx som ska vara kontinuerliga.

e Energin riknas fran fel nollniva. E mats fran brunnens botten, och ett tillstand &r bundet
baraom E < Uj.

e En grund brunn tros sakna bundna tillstand. Det finns alltid minst ett, i en
endimensionell brunn.

6. Losta exempel
:= Exempel — Grund brunn for en elektron

En elektron befinner sig i en andlig brunn med bredden 0,500 nm och djupet 5,00 eV. a) Hur
manga bundna tillstand finns? b) En numerisk losning ger grundnivan 0,814 eV. Bestam
intrangningsdjupet 1/k for grundtillstandet. c) Uppskatta grundnivan som en oandlig brunn med
den effektiva bredden L + 2/K, och jamfor med det exakta vardet.

J Lésning
a) Den oandliga brunnens grundniva:

?h? 72 (1,055 - 10734)
2meL?  2-9,109 - 1073 - (0,500 - 1079)’

Eipw = J=1,504 eV

Fysika: Fd3 (partikel i endimensionell [&da, E,, med n = 1) och Te (h, m.)

[l
No

U 5.00
\/ 0 -,/ =2 =./332=1,82 — N

Eipw 1,504
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b) Uy —E = 4,186eV=16,71-10"193;

_ /2:9,109-1073 - 6,71- 10719

1055 10 =1,05-10°" m™

X | =

=10,0954 nm

Elektronen nar alltsa ungefar en femtedel av brunnsbredden ut pa varje sida.

c) Effektiv bredd Leg = 0,500 + 2 + 0,0954 = 0,691 nm. Energin skalar som 1/L?:

Ei~E 2_1504 0500 0,788 eV
1R 11Dw( ) (0691 ~|0, e

Det exakta vardet ar 0,814 eV, sa uppskattningen ligger ungefar 3 % fel. Den oandliga
brunnen hade gett 1,50 eV, nastan dubbelt s& mycket.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

:= Exempel — Hur djup for tre nivaer?

En elektron sitter i en andlig brunn med bredden 0,300 nm. Inom vilket intervall ska
brunnsdjupet U ligga for att det ska finnas exakt tre bundna tillstand? Hur manga bundna
tillstdnd finns det om Uy = 25,0 eV?

¢ Lésning
Grundenheten.

72 (1,055 - 10734
Eippw = 5 J=4,18eV
29,109 - 10-31 - (0,300 - 10-9)

Villkoret. N = 3 kraver 2 < /Uy/E1pw < 3, alltsa

4El-IDW < UO < 9El-IDW == 16,7 eV < UO < 37,6 eV
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UO = 25,0 ev.

,/@:2,45 — N=3
4,18

Numerisk losning ger nivaerna 2,61, 10,2 och 21,2 eV, alla under motsvarande 4,18, 16,7
och 37,6 eV i den odndliga brunnen.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 40.3 Potential Wells
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