Partikel i lada

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Schrodingerekvationen, Vagfunktion, Staende vag

Den enklaste bundna kvantmekaniska modellen: en partikel instangd mellan 0 och L med U = O inuti
och oandligt utanfor, anvandbar som modell for en elektron i en linjar molekyl eller i en tunn
metalltrad. Randvillkoren /(0) = ¢(L) = 0 tvingar losningen att bli en sinus med ett helt antal halva
vaglangder i ladan — precis som en stdende vag pa en strang — och ur det féljer kvantiserade
energinivaer. Nivan n = 1 har inte energin noll trots att U = 0i ladan, och antalet bukar i s ger
kvanttalet n direkt.

]2 nmx _ n*m*h?
v =\ psin B

Fysika: Fd3 (fri partikel i endimensionell [dda, med a fér lddans storlek)

Formeln, symbol f6r symbol

®) 2 nrmx
X) = — Sln —
Vi L L
V ,
normering n halva vag-
langder i fadan
) m*h?
E.= n . 5
~~ 2mL

kvanttalet S~

ikvadrat  E;, grundnivan
Randvillkoren l&ter bara ett helt antal halva vaglangder fa plats, sa A, = 2L/n. Kortare vaglangd
betyder storre rorelsemangd, och eftersom all energi ar kinetisk vaxer den som n® — och blir stérre ju

trangre ladan ar.
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1. Potentialen och randvillkoren

Potentialen ar

0 0<x<L
U =1

00 annars

Dar U = oo maste ¢y = 0, annars blir termen Uy i Schrodingerekvationen oandlig. Eftersom y ska

vara kontinuerlig ger det randvillkoren
p@O)=0  y@)=0

Klassiskt studsar partikeln fram och tillbaka med konstant fart. Den kan ha vilken energi som helst,

aven noll, och den ar lika sannolik att finnas dverallt i ladan.

2. Losningen

Inneiladan ar U = 0, sa ekvationen ar densamma som for en fri partikel. Randvillkoren valjer ut vilka
[6sningar som &r tillatna.

¢/ Harledning av vdgfunktioner och energinivaer

Ekvationen i lAdan.

h? d*y
- _ T -F
2m dx>? v

Allmén 18sning. Tva motriktade vagor med E = h?k?/2m. Med Eulers formel:
P(x) = A1 + Are ™ = (A; + Ay) coskx + i (A; — Ay) sin kx
Vanster vagg. (0) = A; + A, = 0 ger A, = —A;. Da férsvinner cosinustermen:
Y(x) = 2iA; sinkx = C sin kx
Hoéger vagg. y(L) = C sinkL = 0 med C B 0 kraver
kL = nn n=123,...

n = 0gery = 0, alltsa ingen partikel, och negativa n ger samma tillstand med omvant tecken.
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Vaglangd och rérelsemangd.

2r 2L ﬁ nh

K o PR

Ay =
Fysika: Fd3 (de Broglie-vdgldngden)

Energin. All energi ar kinetisk:

~ p% n2 h2 n2n2 ﬁZ

2m B 8mL2  2mL2

Ladan rymmer alltsa ett helt antal halva vaglangder, precis som en staende vag pa en strang som sitter
fast i bada andar:

)
klassiskt kvantmekaniskt (n = 3)
A2 N2 A2
11 11
LA LA
studsar med vilken fart som helst
«— Qo —»
{
lika sannolik 6verallt
E kan vara vilken som helst, aven 0 P =0vid vaggarna = L =n-A/2

bara vissa A, allts& bara vissa E

Klassiskt kan partikeln studsa mellan véggarna med vilken fart som helst och dr lika sannolik éverallt.
Kvantmekaniskt mdste Y vara noll vid bada viggarna, sd bara ett helt antal halva vagldngder ryms —
hédrn = 3 — och ddrmed bara vissa energier.

3. Normering

Konstanten C bestims av normeringsvillkoret i Vagfunktion. Med sin® u = (1 — cos 2u)/2:

L L
L 2 L
[ csin? Tax=c?[E - —sin ) =22
) L 2 dnm L, 2
a2ty — C=y/2
2 L
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vilket &r amplituden i rutan 6verst. Till skillnad fran en strang, dar amplituden beror pa hur man satte
igang svangningen, ar C har helt bestamd.

4. Energinivaerna
Med grundnivan E1 = h?/(8mL?) ar E, = n’E;. Nivaerna glesnar alltsa uppat:
Eni1—E,=(2n+1)E;

e Energin ar aldrig noll. Den lagsta energin ar E; > 0. Partikeln &r instangd pa strackan L, sa
Ax < L, och da kan inte rérelsemangden vara exakt noll enligt Heisenbergs osakerhetsprincip.

e Mindre lada ger hégre energier. E, « 1/L%. Darfér lyser sma halvledarkristaller blaare an stora.

o Tyngre partikel ger tatare nivder. E, < 1/m. For makroskopiska féremal ligger nivaerna sa tatt
att kvantiseringen inte marks.
o Fotoner. Vid ett hopp frdn n; till nf sénds en foton ut med hc/A = Ep,, — E, = (nl2 - n?)El.

vagfunktion y,(x) sannolikhetstathet [, (x)[?
16E1 n=4,E=16E,

o0
0]
S 9 n=3,E=9E,

AE: n=2E=4E,

E:1 n=1,E=E;
0 L 0 L

De fyra ldgsta tillstdnden, ritade pd sina energinivder. Vénster: Y, har n bukar och n — 1 noder inne i
lédan. Héger: sannolikhetstdtheten |y |2 dar noll vid véggarna och i noderna.

5. Sannolikhetsfdrdelningen

Sannolikhetstatheten |y, |2 = (2/L) sin?(n7x/L) 4r inte jamn som i det klassiska fallet. I
grundtillstandet ar partikeln oftast nara mitten. I n = 2 ar tatheten noll just i mitten. Sannolikheten for

ett intervall far vi genom att integrera som i avsnitt 3:
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For stora n svanger tatheten sa snabbt att medelvardet Gver ett intervall gar mot det klassiska 1/L. Sa
overgar kvantmekaniken i klassisk mekanik.

Den fullstandiga tidsberoende vagfunktionen ar W,(x, t) = Wn(x) e Enth Tigsfaktorn férsvinner i
| W, |2, satillstanden &r stationara.

/\ Vanliga fel

n = 0 tas med. Den lagsta nivanarn = 1.n = 0 ger ¥ = 0 och ingen partikel alls.

e Niv3erna tros ligga pa jamnt avstand. E, < n?, s E, = 4E, inte 2E;.

e Fel antal noder. Y, har n bukar och n — 1 noder inne i ladan, plus noderna vid vaggarna.

¢ hoch hblandas. E,, = n*h?/(8mL?) = n’>n*h?/(2mL?). En blandning ger fel med en
faktor 47m°.

e Energi i joule jimférs med eV. Rikna om med 1 eV = 1,602 -+ 107" Jinnan

fotonvaglangden beraknas med hc = 1240 eV-nm.

6. Losta exempel
‘= Exempel — Elektron i en 1,00 nm lang molekyl

En elektron kan rora sig fritt langs en rak molekyl med langden 1,00 nm och modelleras som en
partikel i en lada. a) Berdkna de tre lagsta energinivaerna i eV. b) Berakna vaglangden hos fotonen
som sands ut vid 6vergangenn =3 — lochvidn=2 - 1.

/ Lésning
a) Grundnivan:

n? (6,626 - 104’ 20
= = = > =6,02-10°J=0,376 eV
8mL*  8-9,109 1073 - (1,00 - 1079)

185

Fysika: Te (h, m,)

E>, =4E; = 1,50 eV Es3 = 9E1 = 3,38 eV
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b) Overgdngen3 — 1har AE = 8E; = 3,008 eV:

h 1240 .
Joy = oS = 1220V MM 1515 o]

g 3,008 eV

Overgangen2 — 1 harAE = 3E; = 1,128 eV:

1240 eV -
Azl = ﬂ I 1’10 um
1,128 eV

Den forsta ligger i det violetta, den andra i det infrardda.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

‘= Exempel — Mittersta tredjedelen av ladan

En partikel i en ldda med bredden L ar i tillstdndet n = 1 respektive n = 2. Berakna i bada fallen
sannolikheten att hitta partikeln i den mittersta tredjedelen, L/3 < x < 2L/3, och jamfér med det

klassiska vardet.

¢ Lésning

Formeln. Med P = [x/L — sin(2nnx/L)/(21’171)]%5:_3/3 blir férsta termen alltid 1/3.

n = 1.sin(4n/3) = —+/3/2 och sin(271/3) = 1/3/2:

1 1 /3 3

1
pPi= = - —(-X= -
! T 2 3

3
+ £ ~ 10,609
3 T

3
e ~ 0,196

Jamforelse. Klassiskt ar sannolikheten 1/3 = 0,333. Grundtillstandet samlar partikeln i

mitten, medan n = 2 har en nod déar och trycker ut partikeln mot sidorna.
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 40.2 Particle in a Box
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