Partiella derivatorx

#matematik #analys #flervariabelanalys #partiell-derivata

Kapitel: 13.3 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Funktioner av flera variabler,
Gransvarden och kontinuitet

1. Partiell derivata

En partiell derivata beskriver hur snabbt en funktion av flera variabler férandras nar en
variabel i taget varieras, medan de Ovriga halls konstanta.

1.1 Definition
For en funktion f(z,y) definieras de partiella derivatorna i punkten (g, o) som:

fl(x07y0) = g—i(wo,yg) — }lllil[l) f(CUO + h7 y()}z - f(a?o,yo)

fa(@o, o) = g—{/(wo,yo) _ ]1612% f(zo, yo + k}z — (@0, %)

1.2 Alternativ beteckning

Om z = f(«,y) skrivs de partiella derivatorna ofta som:

% :fl(xay) g_; :f2(w7y)

Symbolen O (rund d) anvands fér att skilja partiell derivering fran vanlig derivering.

1.3 Berakningsregel

¢) Kom ihag — hur man raknar
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o f.:deriveram.a.p. x, behandla y som en konstant (frys den).
e f,: deriveram.a.p. y, behandla z som en konstant (frys den).

Det ar exakt envariabelderivering — fast med de Ovriga variablerna “frysta”.

:= Exempel a) Polynom >

:= Exempel b) Kvotregeln >

:= Exempel c) Derivering och insattning >

2. Tangentvektorer

Ien punkt (a,b) pdytan z = f(z, y) kan man bilda tva tangentvektorer — en langs x-
riktningen och en langs y-riktningen.

B 1 . 0
Tl = 0 ’ T2 - 1
fl(aa b) f2(a7 b)

. ffl ar tangent till kurvan som uppstar nar y = b halls fast och x varierar.
o T5 artangent till kurvan som uppstar nar £ = a halls fast och y varierar.

Dessa tva vektorer spanner upp tangentplanet i punkten (a, b, f(a, b)).

3. Normalvektor

Normalvektorn till ytan i punkten (a, b, f(a, b)) fas via kryssprodukten
av tangentvektorerna:

1 0 —fl(a, b)

A=T1 xTh= 0 X 1 = | —f2(a,b)
fl(a’7 b) .f2(a7 b) 1



3.1 Normalvektor till en nivayta

For en yta definierad implicit som g(z, y, z) = C ges normalvektorn av gradienten:

_@_
g1 gg
gs ag

L 92 ]

4. Tangentplan

4.1 Tangentplanets ekvation

Tangentplanet till ytan z = f(z, y) i punkten (a, b, f(a, b)) ges av:

z = f(a,b) = fi(a,b)(z — a) + fa(a,b)(y — b)

Ekvationen féljer direkt av att planet ska innehdlla punkten (a, b, f(a, b)) och ha
normalvektorn 7 = [—fi(a,b), —f2(a,b), 1]T.

:= Exempel — Tangentplan till en paraboloid >

Lasning

e 13.3 Partial Derivatives

Se aven

o Funktioner av flera variabler

¢ Gransvarden och kontinuitet

e Nivakurvor och ytor

¢ Gradient och riktningsderivata
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Resurser

Videor

o 3BluelBrown: Partial derivatives, visuallyz — geometrisk tolkning av
partiella derivator
o Khan Academy: Partial derivativesz — introduktion med exempel

Interaktiva verktyg

e GeoGebra: Tangent Planez — visualisera tangentplan i 3D
o Wolfram Alphazz — berakna partiella derivator med partial derivative of

f(x,y) with respect to x
Wikipedia

¢ Partial derivativez
e Tangent planex

e Normal vectorz

I1lustrationer
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Tangentplan till en sfar

Rakneregler

Kapitel: 13.3-13.5 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Partiella derivator, Kedjeregeln

1. Grundlaggande regler

2 Principen: en variabel i taget
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Alla vanliga derivationsregler fran envariabelanalys galler for partiella derivator —
man deriverar med avseende pa en variabel och behandlar alla 6vriga variabler
som konstanter.

1.1 Linjaritet

Om f och g ar deriverbara och «, B ar konstanter:

0 _of ;9

5, of T B9l =az+ 6o
1.2 Konstant faktor

0 of

le- f@y)=c 5, cER

¢ Obs — y ar en konstant!

Nar du deriverar m.a.p. x ar y konstant. Det innebar att t.ex. y3, e¥ och sin(y) alla
ar konstanta faktorer och deriveras som noll om de saknar .

2. Produktregeln

Sats

Omu = u(x,y) ochv = v(x,y) ar partiellt deriverbara giller:

fl[. ]_.au P
u-v|l = Uuax

ozr or

och analogt fér derivering m.a.p. y.

Schema — kom ihag

(wv) = v'v + uo'’



Exakt samma form som i envariabelanalys — hall bara koll pa vilken variabel du
deriverar m.a.p.

:= Exempel a) Enkel produkt >

:= Exempel b) Produkt av funktioner i bada variablerna >

:= Exempel c¢) Tre faktorer >

3. Kvotregeln

Sats

Omu = u(z,y) ochv = v(z,y) ar partiellt deriverbara och v # O0:

ou ov
drul  azx U Yas
5 3]

Minnesbild

¢ Alternativ — skriv om som produkt

U
Ofta enklare att skriva — = u - v~ och anvinda produktregeln tillsammans med

Se v s (Fo g

v
kedjeregeln: % [u . fu_l]

‘= Exempel a) Grundfall >



:= Exempel b) Blandad kvot >

4. Kedjeregeln — snabbreferens

2 Fullstandig genomgang

Se Kedjeregeln for detaljer, variabeltrad och variabelbyten.

Fall 1 — ett oberoende variabel

z=f(z,y), v ==(t).y =y(t):

dz 8zd_:c 8z@

@t dzdt | oyt

Fall 2 — tva oberoende variabler

z = f(way)’ L = x(57t)’ Yy = y(sat):

0:_0:00 020y
0s O0x0ds 0Oyos

Kedjeregeln for sammansatt funktion

omh(z,y) = f(g(z,y)) —alltsd f aven skalar:

Oh 0
o = e@y) - 5

‘= Exempel — kedjeregel pa skalar funktion >

5. Implicit derivering
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om F(z,y, z) = 0 definierar z implicit som funktion av  och y:

/\ Forutsattning

0z F, 0z  Fy

bz F’ 9y F

Formeln kraver att F, # 0 i punkten. Om F, = 0 kan man inte l6sa ut z lokalt.

:= Exempel — implicit derivering >

6. Snabbtabell — rakneregler

Regel
Summa
Konstant
Konstant faktor
Produkt

Kvot

Kedja (skalar)
Kedja (vektor)
Implicit

Potens

7. Tips och

0:(f9) = fog + f9u
0:(f/9) = (forg — f9:)/9°
01 (9) = 1'(9) 9
0rf(2(t),y(t)) = fud + fu
8,2 = —F,/F,

0,(z") = nz™ !

vanliga misstag
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¢ Tips 1 — se alltid vilken variabel du deriverar m.a.p.

0 0
Skriv ut — eller — tydligt i varje steg. Det ar latt att missa att byta
Ox Oy

derivatavariabel mitt i en berakning.

¢ Tips 2 — faktorisera girna ut konstanter

0
om f(x,y) = €Y - g(x),sdar B_f = ¢e¥ - ¢’(z) direkt —ingen
7
produktregel behovs.

® Tips 3 — skriv om kvoten som produkt vid komplexa uttryck

U
— =wu-v loch tillampa produktregel + kedjeregel. Minskar risken
v

for teckenmissar.

¢ Tips 4 — kontrollera med mixed partials

For tillrackligt snalla funktioner géller Clairauts sats: f,, = f,,. Stdmmer inte det,
har du raknat fel.
/\ Vanligt misstag 1 — glommer kedjeregeln

% sin(xy) = cos(zy) ar fel.

0
Korrekt: 3_ sin(zy) =y cos(my) — inre derivatan y maste multipliceras in.
95

/\ Vanligt misstag 2 — deriverar y m.a.p.

0
e (y3) = 3y? ar fel (y ar konstant!).
75



Korrekt: %(y3) = 0.

/N Vanligt misstag 3 — blandar d och 8

Anvand 0 for partiella derivator (flera variabler) och d fér vanliga derivator (en
variabel eller total derivata). Fel symbol signalerar fel tank.

:= Traningsuppgift — identifiera raknereglerna >

Se aven

o Partiella derivator

o Kedjeregeln

e Hogre ordningens derivator

e Gradient och riktningsderivata

Resurser

Videor

o Khan Academy: Partial derivative rulesmz — regler och exempel
o Professor Leonard: Partial Derivativesz — produkt- och kvotregel i flervariabelfall
o 3BluelBrown: Implicit differentiationz — intuition for implicit derivering

Interaktiva verktyg

e Wolfram Alpharz — partial derivative of f(x,y) with respect to x for

symbolisk berakning
e Desmos 3Dz — visualisera funktioner och deras derivator

Wikipedia
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o Partial derivative — Wikipediarz
e Product rule — Wikipediatz
o Implicit function theorem — Wikipediarz

Féxdjupning

e Adams & Essex, Calculus: A Complete Course, avsnitt 13.3-13.5

Forelasningsanteckningar

Fran foreldsning: 2026-03-25, MO068M

2026-03-25 - Forelasning 3 (Partiella derivator,
tangentplan)

Definition

Fi(mo, y0) = limy, o LEHw0)—F(zo.0)

: k) f (2o,
j3($07y0)::lunk_m~ﬂmowﬁ*£ £ (@o,50)

Alternativ beteckning om z = f(z,y): % = fi(z,y), g—; = fa(z,y)

Berdakningsexempel

a) f(z,y) = 22 + bxdy?: fi = 2z + 152%y%, fo» = 1023y

2oty Y 2 _xy
— r . __ —x fer—xye . z’e
b) Z = x2+emy . f]. — (132+6Zy)2 9 f2 - ($2+€zy)2

c) z = 2% cos(xy): derivering och insattning (z,y) = (1,0): f1(1,0) =

262) f2(170) =0

Tangentvektorer och tangentplan

1 0
Tangentvektorer i (a, b): T, = 0 , T, = 1

fi(a,b) fa(a,b)
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. . —fi(a,b)
Normalvektor: Ty X Ty = | —fa(a,b)
1

Tangentplanets ekvation: z — f(a,b) = fi(a,b)(z — a) + f2(a,b)(y — b)
Exempel: f(z,y) = 2z® + y?, tangentplani (1, 2):

o Punkt: (1,2,6); f1(1,2) = 4; f»(1,2) =4
o Tangentplan:z — 6 = 4(z — 1) + 4(y — 2)
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