Parametriserade ytor

#matematik #flervariabelanalys

#Hyta

Kurs: MO068M Forkunskaper: Parametriserade kurvor, Partiella

derivator, Kryssprodukt

1. Fran kurvor till ytor

En parametriserad kurva beskriver en endimensionell vag i rummet via en parameter t.

Att parametrisera en yta ar samma idé, men man behover tva parametrar — en langs

varje “riktning” pa ytan. Resultatet ar en avbildning

r(u,v) =

z(u,v)

y(u,v)
z(u, v)

Y

(u,v) € D C R?

som rullar ut det plana omradet D tillen yta S i R3.

Grundtanken

Tank pa (u, v) som “koordinater pa ytan”. Nar u varierar med v fastnat ritar du en

kurva som lOper i en riktning dver ytan, och tvartom nar v varierar. Ytan ar hela

bunten av sadana kurvor.
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Parametrisering av sfar — koordinatkurvor

m—— -kurvor (fixt v)
e \-kurvor (fixt uv)

ytan S =r(u, v)

I bilden ser man en sfar parametriserad med polvinkel och azimut — meridianerna ar v-
kurvor (varierar u) och parallellerna ar u-kurvor (varierar v).

2. Standardexempel

2.1 Graf av en funktion

Om ytan &r grafen z = f(x,y) &r parametriseringen sjalvskriven:

2.2 Sfar av radie R



R sin ¢ cos 6
7(¢,0) = | Rsingsiné |, ¢ € [0,7], 6 € [0, 2m).
Rcos ¢

Har ar ¢ polvinkel och € azimut — samma struktur som sfariska koordinater.

2.3 Cylinder av radie R

Rcosf
7(0,z) = | Rsin® |, 6 € [0,27), z € [a, ).
z

2.4 Rotationsyta

Omenkurva z = g(r), r € [ro, r1] roteras kring z-axeln blir ytan

rcosf
7(r,0) = | rsinf

g(r)

Paraboloiden z = x? + y? &r detta med g(r) = 72

3. Tangentvektorer och normal

I varje punkt pa ytan har man tva naturliga tangentvektorer — en langs
varje parameterriktning:

—

Ty

or . or
= — r, == —.
ou’ L)
De spanner upp tangentplanet till ytan i punkten. Deras kryssprodukt ger

en normalvektor:

St
I
;1
X
3
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Tangentvektorer och normal vid P

e, — tangent langs u-kurvan
= [, — tangent langs v-kurvan
wes iOTMAl A =F, X Iy

@ P="r(up, vo)

¢ Kryssproduktens lingd ar arean

|7 X 7 || du dv &r arean av den lilla parallellogram som de tva tangentvektorerna
spanner upp. Det ar detta som blir arealelementet d.S nar man integrerar éver ytan
— se Ytintegraler.

I\ Singuldra punkter

om7, X7, = 0 nagonstans ar parametriseringen degenererad dar. Det hander
t.ex. vid sfarens poler. Det ar inget allvarligt om det bara sker pa en mangd med
area noll — integraler bryr sig inte om sadana punkter — men man bor vara
medveten om det nar man raknar.
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4. Arealelementet

Den lokala “areavikten” som féljer med en parametrisering ar

dS = |7y X 7| dudv

Specialfall — graf 2 = f(z,v)

Med 7(u,v) = (u,v, f(u,v)) blir

1 0
'Fu - O 9 'Fv — 1 9
Jfu Jo
och en direkt rakning ger
_fu
Tu XTy= | —fo |, |70 X Tl = /1 4+ f2+ f2.
1

Alltsa

dS = \/1+ f2+ fZdxdy (graf-fallet)

Det ar vart att lagga pa minnet — det dyker upp i alla ytintegraler 6ver en graf.

Specialfall — sfir av radie R
For sfarparametriseringen i §2.2:
Py X g = R*sin ¢ 7, dS = R*sin ¢ d¢ db.

Det stammer med sfariska koordinaters vinkeldel.

5. Orientering

Valet av parametrisering bestammer ocksa ytans orientering — riktningen pa
normalvektorn. Om man byter parameterordningen fran (u, v) till (v, u) vander

normalvektorn (eftersom 7, X T, = —T, X Ty).
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Detta ar viktigt for flodesintegraler och for Stokes sats; se Orientering (kurvor och ytor)
for detaljer.

6. Raknemetod

¢ Hur du jobbar med en parametriserad yta

1. Skriv ner 7#(u, v) och (u, v)-omradet D.

2. Rakna 7, och 7, komponentuvis.

3. Rakna kryssprodukten 7, X 7.

4. Ta langden for d S, eller behall vektorn for flédesintegraler.
5. Satt upp dubbelintegralen 6ver D med ratt arealvikt.

:= Exempel — area av en paraboloid-cap >

:= Exempel — area av en sfar (sanity check) >

Lasning

e 16.5 Surfaces and Surface Integrals

Se aven

e Parametriserade kurvor

e Ytintegraler

o Flodesintegraler

e Orientering (kurvor och ytor)
e Kryssprodukt

Resurser

e Khan Academy: Surfaces and parametrizations 2
e 3BluelBrown: Manifolds and parametrizationsz — generell intuition.
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o Wikipedia: Parametric surfacer
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