Orientering (kurvor och ytor)

#matematik #flervariabelanalys #geometri #vektoranalys

Kurs: MO068M Férkunskaper: Parametriserade kurvor, Parametriserade ytor

1. Vad “orientering” betyder

Innan man kan integrera ett vektorfalt langs en kurva eller ver en yta maste man
bestamma sig for en riktning. Den riktningen kallas en orientering. Idén ar enkel
men konsekvensrik:

e Foren kurva ar orienteringen ett val av “framat” — en tangentvektor som
inte hoppar.

o FOren yta ar orienteringen ett val av “uppat” — en enhetsnormal som
varierar kontinuerligt.

Om bytet sker konsekvent dver hela objektet sager man att kurvan/ytan ar orienterbar.
Det ar tva sidor av samma idé: utan en orientering ar manga integraler bara definierade
upp till tecken.

Grundtanken

En orientering ar en kontinuerlig “framat”-vektor. Fér kurvor ar det tangenten, for

ytor ar det normalen. Nar orienteringen byts byter integralen tecken.

2. Orienterade kurvor

En parametriserad kurva 7(t), t € [a, b] bar naturligt en orientering: man rér sig i den
riktning ¢ vaxer. Att vdnda orienteringen ar samma sak som att byta parameter till F(—t)
eller 7(a + b — t).
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2 Konsekvens for kurvintegraler

Kurvintegralen av ett vektorfalt ar kénslig for orienteringen:
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Kurvintegralen av en skaldr mot baglangd (fC f ds) ar daremot oberoende — det &r

bara faltintegraler som byter tecken.

For slutna plana kurvor finns en kanonisk konvention: motsols ar positiv orientering.
Den anvands i Greens sats och alla satser som handlar om “omradets rand traverseras
med D till vanster”.

3. Orienterade ytor

EnytaSi IR3 r orienterbar om man kan valja en enhetsnormal 72 kontinuerligt pa hela
S. Fér grafen z = f(x,y) kan man alltid géra det — det finns tva naturliga val:

= —fy (uppat), n = +f (n
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Att bestdmma orienteringen r att vilja vilketdera. Med en parametrisering 7(u, v) &r

det naturliga valet
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och byter man parameterordningen — 7(v, u) istallet — vands normalen.

I/ Inte alla ytor ar orienterbara

Att kunna valja 72 kontinuerligt ar inget tekniskt detaljvillkor. Mébiusbandet kan inte
orienteras — forsoker man valja en normal och folja den runt ett varv kommer den
tillbaka med motsatt tecken. For integrationssatserna (Stokes sats, Gauss sats) ar
orienterbarhet ett nédvandigt antagande.
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Normalen vrider sig — Mobiusbandet ar icke-orienterbart
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4. Inducerad orientering pa randen

Nar S ar en orienterad yta med rand 0.5 arver randen sin orientering fran ytans. Regeln
ar hogerhandsregeln:

Sta pa ytan i normalens riktning. Ga langs randen sa att ytan ligger till vdnster. Det ar
den positiva orienteringen pa 0.S.

For en plan skiva i zy-planet med normalen nn = k (uppat) blir den inducerade
orienteringen pa randcirkeln motsols — precis som Greens-sats-konventionen.



Hoger-handsregel: normal n < motsols rand
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Detta ar den lank som binder ihop Stokes sats: nar man har valt orientering pa S ar
orienteringen p& 0 inte ett val langre, utan en konsekvens.

5. Slutna ytor — yttre normal

En sluten yta — sfar, kub, torus — har ingen rand. Den naturliga orienteringen ar
utdtriktad normal: 1 pekar ut fran den volym som ytan innesluter. Det &r konventionen i
Gauss sats, dar flédet raknas ut genom OV

Att vanda till inatriktad normal &r ekvivalent med att byta tecken pa alla flodesintegraler.

6. Sammanfattning
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Nar du satter upp en integral och far ett “tecken-fel” — kolla orienteringen forst.

Det ar den vanligaste kallan till feltecken, inte en rakningsmiss langre fram.

Lasning

e 16.6 Oriented Surfaces and Flux Integrals

Se aven

e Parametriserade ytor
e Ytintegraler

o Flodesintegraler

o Stokes sats

e @Gauss sats

e mobius strip

Resurser

o Khan Academy: Orientation of surfacest
o Wikipedia: Orientability ez
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