Oberoende handelser

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Betingad sannolikhet

Tva handelser &r oberoende om vetskapen om att den ena har intraffat inte andrar sannolikheten for
den andra. Da ar sannolikheten att bada intraffar produkten av de enskilda sannolikheterna.

1. Definitionen

Kastar vi en tarning tva ganger och later A = femma i férsta kastet och B = tvaa i andra &r

P(AnB) 1/36 _

1
PBIN=—F""T6 "6

Informationen att A har intraffat andrar inte var kinnedom om B. Multiplikationsformeln P (A N
B)=P(A)P(B | A)blirdd P(A n B) = P(A) P(B), och det tar vi som definition.

Definition 2.5. Om

P(An B)=P(A) - P(B)

sager vi att A och B ar oberoende handelser.

/ Tva sitt att siga samma sak

Om P (B) > 0 galler

P(A|B)=P(A) < P(AnB)=P(A)P(B)

Framét: multiplicera P(A | B) = P(A n B)/P(B) = P (A) med P (B). Bakat: dela produkten
med P (B). Produktformen ar symmetrisk i A och B och kraver inte att ndgon sannolikhet ar
positiv, och darfor anvands den som definition.
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S0008M - Oberoende handelser

Ar handelserna beroende maste vi kdnna till n&gon av de betingade sannolikheterna P (A | B)eller
P (B | A)for att kunna riakna ut P (A n B). Ar de oberoende récker P (A) och P (B).

2. Oberoende ar inte disjunkt
/\ Disjunkta handelser dr beroende

Disjunkta handelser kan inte intraffa samtidigt, sa P (A n B) = 0. Har bada positiv sannolikhet &r
P(A)P(B) > 0, och produktregeln bryts. Att veta att A intraffat sager tvartom valdigt mycket om
B: den intraffade inte.

Disjunkt ar en egenskap hos mangderna och syns i ett mangddiagram. Oberoende ar en egenskap
hos sannolikheterna och syns inte i figuren.

3. Fler an tva handelser

Tre handelser A, B och C ar oberoende om produktregeln galler for alla kombinationer:

P(AnBnC)=P(A)P(B)P(C)
P(A n B) = P(A)P(B)
P(AnC)=P(A)P(C)
P(Bn C)=P(B)P(C)

och motsvarande for fler handelser. Ar A, B, C, ... oberoende s ar ocksd komplementen
A, B¢, C¢, ... oberoende, liksom alla blandningar som A, B¢, C, ...

¢) "Minst en" for oberoende handelser
Kombinera komplementregeln med produktregeln:
P(minstenavA;,...,A,))=1-PA{n--nA)=1-P(A]) " P(A)

Det ar standardgreppet i nastan varje uppgift om oberoende handelser.
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4. Serie- och parallellsystem

Komponenter som fungerar oberoende av varandra kan kopplas pa tva grundsétt:

a) serie b) parallell c) serie + parallell
1] 1]
1 1
1 [ | I
1T [ 1
| |
1 1
Koppling Fungerar om Sannolikhet, komponenter med pi,p>
Serie alla komponenter fungerar p1p2
Parallell minst en komponent fungerar 1 — (1 — p1)(1 — p2)

Sammansatta system raknas inifran och ut: ersatt varje parallellgren med dess sannolikhet och
multiplicera sedan i serie.

5. Losta lektionsuppgifter

‘= Lektion 3, 6vning 1-3 — Justering av utombordsmotorer

En tillverkare av utombordsmotorer vet av erfarenhet att 40 % av motorerna behover justering av
forgasaren, 30 % behdver justering av tandningen och 21 % behover justering av bada. En

slumpmassigt vald motor visade sig behdva justering av tandningen.

Ovning 1. Givet den informationen, vad ar sannolikheten att motorns forgasare behéver justering?
Infor och definiera lampliga handelser.

Ovning 2. L6s samma uppgift men anta att 12 % av motorerna behéver justering av bade
forgasare och tandning. Jamfor med sannolikheten att en slumpmassigt vald motor behéver
justering av forgasaren. Vilken roll spelar informationen om tandningen har, och vilken roll
spelade den i 6vning 1?

Ovning 3. Ar handelserna i vning 1 oberoende? Ar de i dvning 2 det?
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J Lésning

Beteckningar. F' = motorn behdéver justering av férgasaren; T = motorn behdéver justering av
tandningen. P (F') = 0,40 och P(T) = 0,30.

Ovning1.P(F n T) = 0,21:

PENT) 021

PE D= =5~ =030~

0,70

Informationen hojer sannolikheten fran 0,40 till 0,70: motorer som behdver ny
tandinstallning behover oftare ocksa forgasarjustering.

dvning2. P(F n T) = 0,12;

0,12
0,30

P(F | T)=

0,40]= P(F)

Har spelar informationen om tandningen ingen roll alls.

Ovning 3. 16vning1arP(F)P(T)=0,40-0,30=0,128 0,21 =P(F nT),s4F och T
ar beroende. I 6vning2 arP(F n T) = 0,12 = P(F) P (T), sa de &r oberoende — samma
slutsats som P(F | T) = P(F).

Facit: évning 1: 0,70; évning 2: 0,40, informationen spelar ingen roll.

‘= Lektion 3, 6vning 4 (Vannman 2.30) — Disjunkt och oberoende?

Tva handelser A och B har sannolikheter skilda fran noll. A och B &r disjunkta. Kan A och B
vara oberoende?

/ Lbésning

Nej. Disjunkta handelser har P(A n B) = P () = 0. Eftersom bada sannolikheterna ar
skilda fran noll ar P (A) P (B) > 0. Alltsa ar

pellesmoln.org/koncept/Oberoende-handelser - 2026-10-19 4710



S0008M - Oberoende handelser

P(An B) =08 P(A)P(B)

och produktregeln galler inte. I figuren: om A har intraffat ligger utfallet utanfér B, sa
P(B | A) = 0, vilket skiljer sig fran P (B) > 0.

Svar i boken (2:a uppl., 2.29 = 3:e uppl. 2.30): Nej.

‘= Lektion 3, 6vning 5 (Vannman 2.34) — Maskin med tre delar

En maskin bestar av tre delar som ar felfria med sannolikheterna 0,9, 0,85 respektive 0,95.
Delarnas funktionsduglighet antas oberoende av varandra. Bestam sannolikheten att maskinen

fungerar, om den fungerar

a) endast om alla tre delarna fungerar,

b) om minst en av de tre delarna fungerar.

/ Losning
Lat A; = del i fungerar; A1, Az, Az &r oberoende.

a) Seriesystem — alla maste fungera:

P(A; n A, nA3) = 0,9 0,85 - 0,95 ~[0,727

b) Parallellsystem — minst en ska fungera. Via komplementet, dar komplementen ocksa
ar oberoende:

P(A1 UA; UAs)=1-P(AS)P(AS)P(AS) =1-0,1-0,15-0,05 = 1 - 0,00075 = E

Tolkning. a) motsvarar figur a) i avsnitt 4 med tre block i rad; b) motsvarar figur b) med tre
block parallellt. Serie gor systemet samre an varje enskild del, parallell gor det battre.

Svar i boken (2:a uppl., 2.33 = 3:e uppl. 2.34): a) 0,73, b) 0,9993.
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‘= Lektion 3, 6vning 11 (Vannman 2.36) — Tre systemkopplingar

Varje komponent i systemen nedan fungerar med sannolikheten p, oberoende av de andra. Hur
stor ar sannolikheten att systemet fungerar?

a) serie b) parallell c) serie + parallell

1 [ ]
1T 1 1

[
[

J Lbésning

a) Tva komponenter i serie:

P=p-p=|p

b) Tva komponenter parallellt — systemet gar bara sonder om bada gar sénder:

P=1-(1-py=|2p-p’

c) En komponent i serie med parallellgrenen fran b):

P =p(1-(1-p))=|2p°-p’

Rimlighetskoll. Med p = 0,9: a) 0,81, b) 0,99, c) 0,891. Parallellkopplingen &r bast och c)
ligger mellan a) och b), som vantat.

Svar i boken (2:a uppl., 2.35 = 3:e uppl. 2.36): a) p?, b) 2p — p?, ¢) 2p*> — p°.

:= Lektion 3, 6vning 8 — Minst en dubbelsexa

Vad ar sannolikheten att fa minst en dubbelsexa vid 24 kast med tva tarningar?
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a) Bestam sannolikheten.

b) Bestam det minsta antal kast som kravs for att sannolikheten att fa minst en dubbelsexa ska
bli stérre an 0,5.

J Lésning
Lat A; = dubbelsexa i kast i. P (A;) = 1/36 och kasten &r oberoende.

a) Via komplementet:

24
35
P(minsten)=1-P(A{n -+ nAj5)=1- (%) ~ 10,4914

b) Vi soker minsta n med

n n

I - N In0,5
(36 > (36 b n

> — " x24.6
In(35/36) "

Olikheten vander nar vi delar med In(35/36) < 0. Alltsa kravs kast.

Sannolikheten passerar 0,5 forst vid 25 kast

1,0
0,8

0,6

0.4 n=25:0,506

0,2

P(minst en dubbelsexa)

0,0
10 20 30 40 50 60
antal kast med tva tarningar

P& raknaren. solve(1-(35/36)”n>0.5,n) gern > 24,6.

Facit: a) 0,4914, b) n = 25. Stimmer med det handskrivna l6sningsforslaget.
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‘= Lektion 3, dvning 9 (Vannman 2.45) — Kasserade byggelement

Byggelement kan vara behaftade med fel av tre typer: typ I med sannolikheten 0,05, typ II med
0,10 och typ III med 0,03. Ett element kan ha flera feltyper samtidigt, och feltyperna
forekommer oberoende av varandra. Ett element maste kasseras om minst ett fel forekommer.

a) Bestam sannolikheten att ett element maste kasseras.

b) En byggmastare koper 20 element. Vad ar sannolikheten att han maste kassera minst 2?

2 Lésning

a) “Minst ett fel” via komplementet, med oberoende feltyper:

p=1-095-0,90-0,97=1-0,82935~ |0,171

b) De 20 elementen ar oberoende upprepningar dar varje element kasseras med
sannolikheten p = 0,17065. Lat Ak = exakt k kasseras. Via komplementet “hogst 1”:

P(minst2)=1-P(Ay))-P(A)=1-(1-p)**-20p(1-p)?~|0,88

Pa riknaren. binomCdf(20,0.17065,2,20) .

Svar i boken (2:a uppl., 2.44 = 3:e uppl. 2.45): a) 0,17, b) 0,88.

:= Lektion 3, dvning 10 — Fodelsedagsproblemet

Vad ar det minsta antal studenter som behdvs i en klass for att det ska vara mer an 50 % chans
att minst tva fyller ar pa samma dag? Gor lampliga antaganden och stall upp den olikhet som
l6ser problemet.

¢ Lésning

Antaganden. Inga tvillingar eller trillingar i klassen, ingen ar fédd den 29 februari, och var
och en av arets 365 dagar ar en lika sannolik fodelsedag, oberoende mellan studenterna.
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Komplementet. “Minst tva delar fodelsedag” ar komplementet till “alla har olika
fodelsedagar”. Ta studenterna en i taget: den férsta kan ha vilken dag som helst, den andra

maste undvika 1 dag, den tredje 2 dagar och sa vidare. Med n studenter:

364 363 366-n
365 365 365

P (alla olika) = 1 -

Olikheten. Vi soker minsta heltal n med

364 363 366-n
365 365 365

> 0,5

Raknar vi faktor for faktor passeras 0,5 forst vid n = 23, dar sannolikheten blir 0,507. Svaret

23 studenter |.

5

=

Redan 23 personer racker for mer an 50 %

od 1,0
O
©
[}
u 0,8
()
©
He}
06
©
v 0 - T - - - - - - —‘——_—. ———————————————
;'i, 0.4 n=23:0,507
>
2
it
2 0,2
E
@ 00
10 20 30 40 50 60

antal personer

Pa raknaren. 1-N((365-1)/365,1,0,22) ger 0,507 och samma med 21 i stallet for 22 ger
0,476.

Facit: olikheten ovan med samma antaganden; lektionsbladet anger svaret 23.

Se aven

e Betingad sannolikhet
e Sannolikhetsmatt
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e Oberoende upprepningar
e Binomialférdelning
e Oberoende stokastiska variabler

Resurser

e Khan Academy: Probabilityrz
e Wikipedia: Oberoende (sannolikhetsteori)=
e Wikipedia: Birthday problem®
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