Noxrmalfordelning

#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Kontinuerliga stokastiska variabler

Normalférdelningen ar den klockformade fordelning som bestdms helt av sitt vantevarde 1 och sin
standardavvikelse a. Den &r den viktigaste fordelningen i kursen, eftersom summor av manga
oberoende bidrag blir approximativt normalfordelade.

1. Frekvensfunktionen

En kontinuerlig stokastisk variabel & &r normalférdelad, ¢ € N(u, o), om dess frekvensfunktion &r

1 _ew?
e 27?2 —00 < x < 00

oV 2n ’

f(x) =

/A N(u, 0) hos Vannman, N (1, 6%) nastan 6verallt annars

Kursen féljer Vannman och skriver £ € N(u, 0) med standardavvikelsen som andra parameter.
De flesta andra bocker, Wikipedia, Python och R skriver & ~ N(u, 6?), med tilde och varians. Det
ar inte bara skrivsattet som skiljer: N(170, 10) har ar samma férdelning som N (170, 100) dar.
Kontrollera alltid vilken konvention en kalla anvander innan du stoppar in siffror.

Tva parametrar racker for att faststalla hela fordelningen, och de gor var sin sak:

e |1 — vantevardet. Flyttar klockan i sidled utan att andra formen.

e 0 — standardavvikelsen. Styr bredden; hog o ger en lag och bred klocka, lag o en smal och hog.

Faktorn 1/(0+/21) &r bara normeringen som gér att arean under kurvan blir 1. Kurvan &r symmetrisk
kring 11, s& p1 &r ocksa median och mest sannolika varde.
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S0008M - Normalférdelning
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Normaliserade gaussianer med vantevarde 1 och varians o Bild fran Wikipedia, som anvénder
variansen som parameter.

2. Sannolikheter via standardisering

Frekvensfunktionen gar inte att integrera i slutna funktioner, sa alla sannolikheter slas upp i tabell Gver
N (0, 1). Sats 4.2 sager attom & € N(y, 0) sé ar

P@E<x=0(—5)

dar @ ar fordelningsfunktionen for den standardiserade normalférdelningen. Vi méter alltsa avstandet
fran vantevardet i antal standardavvikelser. Samma sak pa raknaren: normCdf(-,x,,0) .

¢) 68-95-99,7

Andelen av massan som ligger inom 1, 2 respektive 3 standardavvikelser fran vantevardet ar
ungefar 68 %, 95 % och 99,7 % — oavsett vilka g och 0 som géller. Det &r den snabbaste
rimlighetskollen som finns nar man raknat fram en normalsannolikhet.
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n-30 M=20 M=o il M+o P+ 20 u+30

3. Varfor den dyker upp o6verallt

Normalférdelningen ar inte vanlig for att naturen rakar tycka om klockkurvor, utan foér att den ar en
gransférdelning: summerar man manga oberoende bidrag gar resultatet mot en normalférdelning
oavsett hur de enskilda bidragen ar fordelade. Det &r innehallet i centrala gransvardessatsen, och det
ar darfér matfel, langder och brus sa ofta modelleras normalt.

Situation Vad som héander

Summa av manga oberoende termer Gar mot normalférdelning — Centrala gransvardessatsen
Binomial med np(1 — p) > 10 Approximeras av N (np, m)

Poissonférdelning med stort A Approximeras av N (A, \/X)

Linjarkombination av oberoende Ar exakt normalférdelad — se Summor av normalférdelade
normalférdelade stokastiska variabler

&) Den bevarar sig sjalv

Att en summa av normalfordelade variabler sjdlv ar normalférdelad ar ovanligt bland fordelningar

och gor rakningarna latta: det racker att halla reda pa vantevarde och standardavvikelse, sa ar
hela fordelningen kand.
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4. Tva dimensioner
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Gaussisk funktion éver en tvadimensionell doman. Bild frdn Wikipedia.

Med tva variabler samtidigt bestams fordelningen av tva vantevarden, tva standardavvikelser och
korrelationen mellan variablerna — se Tvadimensionell normalférdelning.

5. Losta lektionsuppgifter
‘= Exempel — sannolikheten for en avvikelse uppat

Langden hos en population ar normalférdelad med g = 170 cm och 0 = 10 cm. Hur stor andel ar

langre an 185 cm?

2 Lésning
Setup. Vi soker P (€ > 185) dar & € N(170, 10). Standardisera forst.
Rakningen.

185 - 170
P(§ > 185) = 1 - ®(——) = 1~ &(1,5) = 1-0,9332 =[0,0668
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Rimlighetskoll. 185 cm ligger 1,5 standardavvikelser 6ver medelvardet. Enligt 68-95-

regeln ligger 16 % ovanfor 10 och 2,5 % ovanfér 20, sa svaret ska hamna mellan dessa.
Knappt 7 % gor det.

P& raknaren. normCdf(185,»,170,10) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

:= Lektion 7, 6vning 5 — Gangtid till universitetet

Gangtiden & (minuter) vintertid mellan hemmet och Luled tekniska universitet fér en viss

statistiklarare ar normalférdelad med g = 18 och 0 = 1,5. Berakna sannolikheten att gangtiden
en slumpmassigt vald vinterdag understiger 16 minuter.

¢ Lésning

& € N(18, 1,5). Den sokta sannolikheten ar den skuggade svansen:

N(18, 1,5): gangtid under 16 minuter

12 14 16 18 20 22 24
gangtid (minuter)

Sats 4.2:

16 -18

P (¢ <16) = &(

)= ®(-1,33) = 1 - ®(1,33) ~ 1 - 0,9082 ~ [0,09

b

Rimlighetskoll. 16 minuter ligger 1,33 standardavvikelser under medelvardet — mellan 10 (
16 % under) och 20 (2,5 % under).
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Pa raknaren. normCdf(-»,16,18,1.5) — bocka i Draw sa ritas den skuggade svansen.

Facit: 0,09.

:= Lektion 7, 6vning 7 (Vannman 4.29) — Symmetri kring [

Lat & € N(u, 0). Berékna

a) P& <p),

b) P(§ <p—0),

c)P(§>p+to),

d)P(& <p-20),

e) P(E > p +20).

Diskutera vad resultaten sager om p och o fér en symmetrisk fordelning.

/ Losning

Standardiseramed n = (¢ — p)/o € N(0, 1).

a) Kurvan ar symmetrisk kring 1, sa halften av massan ligger till vanster:

P(§<p)=2(0)=]0,5

b)

PE<p-0)=P(n<-1)=1-d(1)~1-0,8413 = [0,1587

¢) Samma svans pa andra sidan:

P(E>p+0)=P(n>1)=[0,1587
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d) och e) Pa samma satt:

P(E<pu-20)=PE>p+20)=1-®2)~1-09772 ={0,0228

Tolkning. p ar symmetricentrum och delar massan mitt itu. o ar en naturlig langdskala:

ungefar 16 % av massan ligger mer &n en standardavvikelse ut at varje hall, och drygt 2 %
mer an tva.

Uppgiften (Viinnman 4.29) dr dtergiven ur det handskrivna l6sningsférslaget, och svaren
stdmmer med det.

:= Lektion 8, 6vning 1 — Inom en och tre standardavvikelser

Antag att & € N(u, 0). Berdkna

AP(p-o<é<p+to),

b) P(u—30 <& <+ 30).

Tolka i ord betydelsen av 0 i normalférdelningen med hjalp av sannolikheterna.

¢ Lésning

Efter standardisering beror svaren inte pa pt och o:

a)

P(-1<n<1)=d(1)-d(-1)=2d(1)-1~2-0,8413 - 1 =[0,683

b)

P(-3<n<3)=2d(3)-1~2-0,99865- 1 =[0,997
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Tolkning. Ungefar tva tredjedelar av alla observationer hamnar inom en standardavvikelse
fran vantevardet, och praktiskt taget alla inom tre. Ett varde mer &n 30 fran p ar sa ovanligt
att det bor vacka misstanke om att modellen inte stammer.

P& raknaren. normCdf(-1,1) och normCdf(-3,3).

Facit: a) 0,683, b) 0,997.

Se aven

e Standardiserad normalférdelning

e Kontinuerliga stokastiska variabler

e Linjara funktioner av stokastiska variabler

e Summor av normalfordelade stokastiska variabler
e Centrala gransvardessatsen

e Tvadimensionell normalférdelning

Resurser

e 3BluelBrown: But what is the Central Limit Theorem?z — varfor just den har kurvan dyker
upp Overallt

e Khan Academy: Normal distributions e

e Wikipedia: Normalférdelning =
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