Max och min av stokastiska variabler

#matematik #sannolikhetslara #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Fordelningsfunktion, Oberoende stokastiska variabler

Det minsta och det storsta vardet av flera oberoende stokastiska variabler har enkla
fordelningsfunktioner: 1 — (1 — F)" respektive F'". De beskriver till exempel livslangden hos en serie-
respektive parallellkopplad krets.

1. Seriekoppling och parallellkoppling
Lat &y, ..., &, vara livslangderna hos n komponenter som gar sdnder oberoende av varandra.

* Seriekopplad krets fungerar tills ndgon komponent gar sénder: livslangden ar min(&y, ..., &).
e Parallellkopplad krets fungerar tills alla komponenter har gatt sénder: livslangden ar

max(&y, ..., &)

Samma idé som for serie- och parallellsystem av handelser, men nu med tiden som
stokastisk variabel.

2. Storsta vardet
max (&1, ..., &) < xintraffar precis nar alla ; < x. Med oberoende blir sannolikheten en produkt:
Fmax(x) = P(El SX) "'P(En SX)

och ar variablerna dessutom likaférdelade med férdelningsfunktionen F:

Frnax(®) = (F (x))"
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3. Minsta vardet

FOr minimum ar det lattare att rakna med komplementet: min(&q, ..., &,) > x intraffar precis nar alla
& > x. Alltsé

P(min > x) = (1 - F(x))", sa Frn(x)=1-(1-Fx))"

¢) Minimum av exponentialférdelningar
Ar& € Exp(d) ar P(& > x) = e, och
P (min > x) = (e )" = e™

Minimum &r alltsé sjalvt exponentialférdelat, min(&y, ..., &) € Exp(nA), med vantevardet

1
o En seriekopplad krets med n komponenter haller i genomsnitt n ganger kortare tid an en
n

enskild komponent.

Maximum av exponentialférdelningar ar daremot ingen férdelning vi kanner igen; med tva
komponenter och A = 1 ar Finax(x) = (1 — e7™)2.

Frekvensfunktionerna far vi genom derivering, som i fordelningsfunktionsmetoden.

4. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 19, 6vning 2 — Serie- och parallellkopplad krets

En krets byggs av tio komponenter vars livslangder ar oberoende och exponentialférdelade med
vantevarde 100 timmar. Seriekopplad fungerar kretsen tills nagon komponent gar sénder;
parallellkopplad tills alla har gatt sonder.

a) Bestam sannolikheten att kretsen fungerar i minst 150 timmar om
komponenterna parallellkopplas.
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b) Bestam sannolikheten att kretsen fungerar i minst 150 timmar om komponenterna
seriekopplas. Bestam &aven fordelningen for { = tiden da kretsen slutar fungera. Kanner du

igen fordelningen?

/ Losning
vantevardet 100 timmar ger A = 1/100 = 0,01, och for en komponent &r
P (& > 150) = e %010 = ¢71° 50,2231

a) Parallellkopplad krets gar sénder fére 150 timmar bara om alla tio gor det:

P(max > 150) = 1 - (1 - e %)™ = 1 -0,7769'° ~[0,92

b) Seriekopplad krets kraver att alla tio haller:

P(min > 150) = (¢ 2%)"* = e 5 ~|3-107 ~ 0

Fordelningen for = min(&y, ..., &10): P({ > z) = e 100012 = o701z £5¢ 7 > (), alltsd

{ € Exp(0,1)

en exponentialférdelning med véantevarde 10 timmar.

seriekopplad: min € Exp(0,1) parallellkopplad: max
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|

|
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: P(max > 150) = O}
|

|
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Figuren visar livslangdens frekvensfunktion for de tva kopplingarna. Den seriekopplade
kretsen ar nastan sakert trasig langt fére 150 timmar, medan den parallellkopplade oftast
haller betydligt langre.
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Paraknaren. a) 1- (1-e~(-1.5))710, b) er(-15) .
Facit: a) parallellkoppling, sannolikheten 0,92; b) seriekoppling, sannolikheten= 0, { €
Exp(0,1).

‘= Kompendiet, 6vning 2.1 — Fem seriekopplade komponenter

Berakna den forvantade livslangden for en krets av 5 seriekopplade komponenter vars livslangder
ar oberoende och exponentialfordelade med vantevardet 10 timmar.

Z Lésning

Varje komponent har A = 1/10. Kretsens livslangd ar minimum av fem, och enligt rutan i
avsnitt 3 &r min € Exp(5 - 1—10) = Exp(0,5):

E(min) = 5= =

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

:= Kompendiet, 6vning 2.2 — Agnes langsta vantetid

Agnes tar tunnelbanan till jobbet. Tagen gar med 10 minuters intervall, men hon har varken
tidtabell eller klocka, s& hon betraktar vantetiderna olika dagar som oberoende stokastiska
variabler. Berdkna sannolikheten att hennes langsta vantetid under en 10-dagarsperiod blir stérre
an 8 minuter.

J Losning

Modell. Utan klocka kommer hon till perrongen vid en slumpmassig tidpunkt, sa vantetiden
& € R(0, 10) med F (x) = x/10 pa [0, 10], oberoende fori = 1, ..., 10.

Storsta vardet. max < 8 kraver att alla tio vantetider ar hogst 8:

P(max >8)=1-F(8) =1-0,8° ~[0,89
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En enskild dag ar P (& > 8) = 0,2 liten, men pa tio dagar ar det nastan sékert att det hander
minst en gang.

Pa riknaren. 1-0.8710 .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

:= Kompendiet, 6vning 2.3 — Vantevarde och varians fér ett maximum

Lat &y, ..., &g vara oberoende och R(0, b)-férdelade, och { = max(&y, ..., &;p). Berdkna E({)
och V({).

J Lbésning

Fordelningen. F (x) = x/b pa [0, b], sa enligt avsnitt 2

VA 10 1029

F@)=(G) » fi@=—5, 0sz<b
Vantevardet.

’ 10z 10 ol 10z 10

E@) = f z: dz:ﬁb, B¢ = I 7 dz——b
E(() = —b 0,909 b

Variansen.

VZ—l b2 > b? |~ 0,0069 b

©) = 5 ( ) 6 )

Standardavvikelsen ar = O 083 b: med tio observationer hamnar det storsta vardet nastan
alltid nara b. Darfor kan maX(E,) anvandas som skattning av en okand 6vre grans b.

Pa raknaren. [(zx10xz79/b"10,z,0,b) med b odefinierad ger 10%b/11 .
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Se aven

e Icke-linjara funktioner av stokastiska variabler
e Exponentialfordelning

e Oberoende handelser

e Fordelningsfunktion

¢ Oberoende stokastiska variabler

Resurser

e Wikipedia: Order statisticrz
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