Linjara funktioner av stokastiska
variabler

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Forkunskaper: Vantevarde, Varians och standardavvikelse, Oberoende

stokastiska variabler

Vantevardet ar linjart, sd E(a + bn + ¢) = aE(&) + bE(n) + c galler alltid. Variansen ar det inte — for
oberoende variabler giller V (a& + bn) = a*V (&) + b*V (1), alltsa adderas varianserna men med
kvadrerade koefficienter.

1. En variabel: aé+b

For konstanter a och b galler

E(a§+b)=aE(@)+b,  V(a&+b)=a’V(d)

och darmed 0ue4p = |a| o:.

Att lagga till b flyttar hela férdelningen utan att andra spridningen. Att multiplicera med a skalar
avstanden, och eftersom variansen ar ett kvadratiskt matt skalas den med a?.

2. Summor: Sats 5.1

For stokastiska variabler &y, ..., &, och konstanter ¢y, ..., ¢, galler

E( Y ci&) = Y i E(&)

i=1 i=1

alltid, och om variablerna ar oberoende
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V(X&)=Y V(&)

i=1 i=1

/\ Varianser adderas — standardavvikelser gér det inte

05,48 = 4/ G% + G%, inte g1 + g2. Och vid en differens adderas varianserna ocksa, eftersom ¢ =
-1gerc? =1:

V(&1 -8&)=V(&)+ V(&)

Ar variablerna beroende giller vantevardesregeln fortfarande, men variansen far en extra term
med kovariansen.

3. Medelvardet av oberoende likafordelade

Ett viktigt specialfall: &y, ..., &, oberoende och likaférdelade med vantevarde pt och standardavvikelse
0. Fér summan och medelvardet £ = % Y & ger Sats 5.1

2

E(Zéi):nﬂ, V(eri)=n62, E(E):I,l, V(E): %

Summans standardavvikelse vaxer bara som 4/n, och medelvérdets krymper som a/4/n. Det &r skilet
till att upprepade matningar lonar sig — se Medelvardets férdelning.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 8, 6vning 4 — F6rsok i tva etapper

Ett vetenskapligt forsok bestar av tva etapper, dar den andra inte kan pabérjas férran den forsta
ar klar. L&t &; och & vara tiden (minuter) for respektive etapp, och anta att de ar oberoende med
E(&) =120,V (&) = 36,E(&) = 250 och V (&) = 121. Bestam vantevarde och
standardavvikelse for den totala tiden & = & + &,. Diskutera hur resultatet kan férandras om

variablerna ar beroende.

2 Lésning
Vantevarde. Galler alltid:
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E(§) = E(&) + E(&) =120 +250 =

Varians och standardavvikelse. Oberoendet ger

V(§) =V (&) + V(&) =36+121 =157, o: = /157 ~|12,53 min

Om de ar beroende. Vantevardet dndras inte. Variansen kan daremot andras mycket. Tva
extremfall: om & alltid &r en exakt kopia av & blir V(&1 + &) = V(2&1) = 4V (&), och om
de tar ut varandra helt, som & — & = 0, blir variansen 0.

Facit: E(§) = 370, 0 = 12,53. Stidmmer med det handskrivna l6sningsforslaget.

‘= Lektion 8, 6vning 5 — Fem byggelement

Vid tillverkning av byggelement varierar langden, och langderna kan betraktas som oberoende
likafordelade stokastiska variabler med vantevarde 1 m och standardavvikelse 0,005 m. Vi vill ta
ut fem element som ska bli 5 meter sammanlagt.

Metod 1: valj ett element pa mafa och slipa till fyra andra sa att de blir exakt lika langa som
det forsta.

Metod 2: ta fem element pa mafa.

Vilken metod ar bast, i meningen att standardavvikelsen for den totala langden ar minst?
Slipningen antas exakt. Varfor vill vi ha liten standardavvikelse, och ar resultatet intuitivt rimligt?

2 Losning

Beteckningar. & = langden (m) av element nummerk, k = 1, ..., 5, oberoende med
E(é) = 1 och o = 0,005. Lat & vara den totala langden.

Metod 1. Alla fem blir lika langa som det forsta, s& & = 5&;:
E() =5, V(&) =25V (&) = 25 - 0,005 = 0,000625, ot = 50 = 0,025 m

Metod 2. = & + & + & + &4 + & med oberoende termer:
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E@&) =5 V(@& =5V(&)=0000125  0¢=+50~0,011m

Samma vantevarde 5 m, men metod 2 sprider mindre

metod 2: &1+ ... + &5
0=0,0112m

metod 1: 5&1
0=0,025m

4,95 4,975 5 5,025 5,05
total langd (m)

Svar.| Metod 2 |ger minst standardavvikelse. Bada metoderna traffar 5 m i genomsnitt, men

liten standardavvikelse betyder att den verkliga langden sallan hamnar langt ifran.

Rimlighet. Med metod 1 upprepas det forsta elementets fel fem ganger. Med metod 2 ar
felen oberoende, sa de tar delvis ut varandra: ett for langt element kompenseras ofta av ett
for kort.

Facit: metod 2, eftersom V(&1 + ... + &) = 0,000125 < 0,000625 = V/(5&1). Stdmmer med det
handskrivna l6sningsforslaget.

Se aven

e Vantevarde

e Varians och standardavvikelse

e Oberoende stokastiska variabler

e Summor av normalfordelade stokastiska variabler
e Medelvardets fordelning

e Kovarians

Resurser

e Khan Academy: Combining random variables

e Wikipedia: Variance — sum of uncorrelated variables=
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