Linjara avbildningar

#linjar-algebra  #linjar-avbildning  #matris

Kapitel: 1.8-1.9 - Amne: Linjar algebra Férkunskaper: Matrisinvers, Matriser

1. Utokad sats for inverterbara matriser

Sats (TFAE for n X n matris)
Foljande ar ekvivalenta:

1. A drinverterbar

2A2=0=>2=0

3. AZ = bhar6sning for varje b

4. AZ = b har precis en |6sning for varje b
Hoger- och vansterinvers

Forn X m matriser A, B, C:

o« AC =1 = A ! = C (hogerinvers)
« BA=1= A' = B (insterinvers)

2. Linjara avbildningar

| 3B1B: Linear transformations and matricestz

2.1 Definition

EnfunktionT' : R™ — R™ &ren linjir avbildning om:
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— T —
T eR" — AZ ¢ R™

—

Viskriver T' = T4 dar Ta(2) = AZ.

2.2 Egenskaper

Egenskap Definition
Additiv Ty(Z + ) = Ta(Z) + Ta(y)
Homogen  T4(cZ) = cT'a(Z)

Linjar Ty (cZ + dy) = cT(Z) + dT(¥)

3. Fundamental sats

3.1 Sats

En avbildningT" : R™ — R™ &r en matrisavbildning (dvs. T = T'4 fér ndgon matris A) om

och endast om:

1.T(Z+9) = T(Z) + T(¥) (additiv)
2.T(c@) = cT'(Z) (homogen)

Linjar <= Matrisavbildning

3.2 Sats: Unikhet

omTy(2) = Tp(Z)forallaZ € R, ddar A = B.

4. Standardbasvektorer och standardmatrisen



0 1
€1 — y €2 = A ) €n —
0 0
Definition: Standardmatrisen for en linjar avbildning 1" &r:
A=[T(&) T(&) T(ey)]

dér €; ar standardbasvektorerna.

‘= Bestam standardmatrisen >

5. Tva typer av uppgifter

Fraga Beskrivning

”P3 vad avbildas U?”  Berdkna T'(¥) = AU

“Vad avbildas pd w?” Lés AT = w

6. Linjdra operatorer i R?

| 3B1B: Linear transformationstz - interaktiv GeoGebrar
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6.1Spegling
Spegling genom en linje som gar genom origo.

Tillvagagang: Ga vinkelratt mot speglingslinjen och ga lika langt at andra hallet.

Spegling Matris

1 0
| x-axeln S = [0 _J



Spegling

l'y-axeln

llinjeny = @

Matris

[—1 0
s=|o 1
[0 1
s=[3 )

2 Varfor maste speglingslinjen ga genom origo? >

6.2 Projektion

Ortogonal projektion pa en linje genom origo.

Projektion

Pa x-axeln

Pa y-axeln

Palinjeny =

6.3 Rotation i R2

Matris
"B
P = _O 0_
0 o
P= _O 1_
11
P=11 t
2 2

Rotation moturs med vinkel 6:

Harledning:




v (15l 1)

Anvand additionsformlerna for att fa rotationsmatrisen.

= Rotation % :Vad avbildas pa (1,2)? >

2 Rotation medurs >

7. Sammansattningar av avbildningar

| 3B1B: Matrix multiplication as composition

71 Definition

Givet:

e S:RF 5 R™
e T:R" — Rk

Sammansattningen:

SoT:R*" =+ R™, (SoT)(Z) = S(T(Z))

7.2 Satser
Sats 1: Om S och T &r linjéra, sd &r S o T linjar.

Sats2:0mS = SgochT = Tg,sdar:

SoT =Tyg

Bevis: (S o T)(Z) = S(T(#)) = S(BZ) = A(B%) = (AB)Z
Formel:

TA OTB = TAB


https://youtu.be/XkY2DOUCWMU
https://youtu.be/XkY2DOUCWMU

N\ Matrismultiplikation ar ej kommutativ

2 Kan man alltid g3 tillbaka? >

8. Inverser av linjara avbildningar

Sats
T,' =Ty
Bevis:
Tyo0 TA(a—:’) =Ty (A:ff) = Ail(A:—If) =IZ=171
2 Krav >

9. Exempel: Sammansatt avbildning

:= Rotation foljt av spegling >

10. Kvadrater av operatorer

Operator Berakning Resultat
Spegling S (iy = x) S?2=808 S2=1

Projektion P (pdy =) P?=PoP P2 = P (idempotent)



Operator Berakning Resultat

Rotation Ry R2 = Ryo Ry R; = Ry

:= Berakningar >

1. Inverser av operatorer

Operator Invers Kommentar

Spegling S S1=¢ Spegling &r sin egen invers
Projektion P Existerar ej Singuldr matris

Rotation Ry R, 1= R 4 Roteratillbaka

I\ Varfor ar projektionsmatrisen ej inverterbar?

Resurser

Videor

¢ 3BluelBrown: Linear transformations and matrices (kap 3)z — visuellt vad linjara
avbildningar gor med rummet

o 3BluelBrown: Matrix multiplication as composition (kap 4)iz — sammansattningar av
avbildningar, hur sammansatta avbildningar motsvarar matrismultiplikation

¢ 3BluelBrown: Three-dimensional linear transformations (kap 5)z — avbildningar i 3D

¢ 3BluelBrown: Inverse matrices, column space and null space (kap 7)z — inversa

avbildningar, singulara matriser
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Interaktiva verktyg

GeoGebra: Matrix Transformations — applicera matriser pa former,
se rotation/spegling/skalning

GeoGebra: 2D Linear Transformations — dra basvektorer, se effekten



GeoGebra: Matrix Representation of Rotation — rotationsmatriser visualiserade



Falstad: Matrix Simulationz — interaktiv 2D-transformation med determinant
och egenvarden

MatVis — Interactive Matrix Visualizationz — inspirerad av 3B1B, sliders for
matriskomponenter, egenvektorer

Desmos: Linear Transformationstz


https://www.falstad.com/matrix/
https://www.falstad.com/matrix/
https://shad.io/MatVis/
https://shad.io/MatVis/
https://www.desmos.com/calculator/yfeeqwkrhd
https://www.desmos.com/calculator/yfeeqwkrhd

¢ Visualize It: Linear Transformationsz — skalning, rotation, skjuvning

Wikipedia

e Linear mapwx

¢ Transformation matrixrz

¢ Rotation matrixe

¢ Projection (linear algebra)z

¢ Function compositionr

Fordjupning

¢ 3BluelBrown: Lesson page — Linear transformationsz — interaktiva 6vningar
e 3BluelBrown: Lesson page — Matrix multiplicationz — interaktiva dvningar

e Georgia Tech: Interactive Linear Algebrar» — fri interaktiv larobok


https://visualize-it.github.io/linear_transformations/simulation.html
https://visualize-it.github.io/linear_transformations/simulation.html
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https://en.wikipedia.org/wiki/Projection_(linear_algebra)
https://en.wikipedia.org/wiki/Projection_(linear_algebra)
https://en.wikipedia.org/wiki/Function_composition
https://en.wikipedia.org/wiki/Function_composition
https://www.3blue1brown.com/lessons/linear-transformations
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