Lagranges multiplikatormetod

#matematik #flervariabelanalys #optimering #gradient

Kapitel: 14.3 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Gradient och riktningsderivata, Kritiska
punkter, Extremvardesproblem, Nivakurvor och ytor

1. Problemet — optimering under bivillkoxr

Vi vill bestamma storsta och minsta varde av
f(x,y) under bivillkoret g(z,y) = 0.

Geometriskt: vi letar extremvarden av f enbart bland de punkter som ligger pa kurvan
g = 0, inte i hela planet. Samma princip galler i tre eller fler variabler, dar g(ac, Y, z) =
0 skéar ut en yta istallet for en kurva.

® Var dyker bivillkor upp?

o Storsta/minsta avstand fran origo till en kurva eller yta.

e Randundersokning i Extremvardesproblem pa kompakta omraden.
o Fysik: optimera energi/verkningsgrad under en bevarandelag.

e Ekonomi: maximera nytta under en budgetrestriktion.

2. Geometrisk idé — tangerande nivakurvor

Betrakta nivdkurvorna f = cfor olika c och bivillkoret g = 0. N&r ¢ &ndras glider f-
kurvan genom planet. Extremvarden pa bivillkoret intraffar i just de punkter dar

nivakurvan f = c* tangerar kurvan g = 0.
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I en tangeringspunkt ar kurvornas normalvektorer parallella. Eftersom gradienten ar

normal till en nivakurva ger det:

Vf=-\Vyg

for nagot tal A € R. Talet A kallas Lagrangemultiplikator. Tecknet ar bara konvention —
det viktiga ar att gradienterna ar parallella.
¢ Intuition

Skulle gradienterna inte vara parallella, finns en komponent av ﬁf langs
bivillkoret. D& kan man réra sig pa g = 0 och 6ka (eller minska) f. Alltsa kan ingen

extrempunkt ligga dar.

Lagrange: extrempunkt dar f=c tangerar g =0
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Nivdkurvor till f tangerar bivillkoret g = 0 i extrempunkten — ddr dr \Y I ﬁg.



3. Lagrangefunktionen
Introducera hjalpfunktionen

L(z,y,A) = f(2,y) + Ag(z,y).
Det nédvandiga villkoret ovan kan da skrivas kompakt som

Lo=fr+Ag=0
VL=0 < {L,=f,+Xg, =0
Ly =g(xz,y) = 0.

De tva forsta ekvationerna ger stationaritetsvillkoret (ﬁf = -\ 69), den tredje ger
sjalva bivillkoret (g = 0).

¢ Generalisering till tre variabler

For f(z,y, z) under bivillkoret g(z, y, z) = 0 ser det likadant ut:
L(x,y,2z,\) = f+ Ag, VL = 0.

4. Determinantformen (utan )

Parallellitetsvillkoret ﬁf | ﬁg i tva variabler kan uttryckas utan att inféra A:

fz 9z

det [@f ﬁg]z gl

Tillsammans med g = 0 far man ett system i bara (z, y) — praktiskt nar A inte ar

intressant i sig.

5. Metod — steg for steg

¢ Recept

For att hitta extremvarden av f under bivillkoret g = 0:



1. Stallupp L(z,y,\) = f + Ag.

2. Sétt upp systemet L, = L, = L) = 0.

3. Los systemet. Standardknep: bryt ut A ur de tva férsta ekvationerna och satt
uttrycken lika. Var noga med villkor nar du dividerar.

4. Kontrollera specialfall separat — t.ex. dar variabler ar 0, eller dar ﬁg =0
(singular punkt pa bivillkoret).

5. Berdkna f i alla kandidatpunkter och jamfor.

/N Vanliga fallgropar

o Division utan villkor. Nar du delar med en variabel, glom inte att kontrollera
fallet da den ar 0.

 Ej kompakt bivillkor. Om g = 0 inte ar begransat behdver max/min inte
existera — argumentera forst for att de gor det.

e Singuldra punkter. Om 69(1)) =0 kan p vara en extrempunkt utan att
uppfylla Lagranges ekvationer.

 Lagrange racker inte for ojamlikhet. For g < 0 (kompakt omrade) maste
man aven undersoka det inre — se Extremvardesproblem.

6. Exempel

:= Exempel 1 — Avstand fran origo till en linje >
‘= Exempel 2 — Punkter pa en ellips ndrmast och langst fran origo >

:= Exempel 3 — Extremvarden pa en sfar >

Hitta kortaste distansen frén (3,0) till y = x°
f(z,y) = dist® = (z — 3)* +* g(z,y) =y — 2°
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L(z,y) =0

7. Sammanhang med randundersokning

Lagranges metod ar precis det man gor nar man undersoker randen i ett
Extremvardesproblem pé ett kompakt omrade K = {g < 0}:

1. Kritiska inre punkter: 6]‘ = Oinuti K.
2. Singulara inre punkter.
3.Rand g = 0: Lagranges multiplikatormetod (eller parametrisering).

Jamfor alla kandidatvarden — storst ar max, minst ar min.

Lasning

e 14.3 Lagrange Multipliers
e 14.4 Lagrange Multipliers in n-Space

Se aven

¢ Gradient och riktningsderivata
o Kritiska punkter

o Extremvardesproblem

e Nivakurvor och ytor

o Kvadratisk form

Resurser
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Videor

¢ 3BluelBrown / Khan Academy: Lagrange multipliers, using tangency to solve
constrained optimizationrz

o Khan Academy: Lagrange multipliers introductiontz

Wikipedia
e Lagrange multipliertz

Kurslitteratur

e Adams — 14.3 Lagrange Multipliers
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