Lagen om total sannolikhet

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Forkunskaper: Betingad sannolikhet

Delar vi upp utfallsrummet i disjunkta fall kan sannolikheten for en handelse raknas fall for fall och
sedan summeras. Varje term ér fallets sannolikhet ganger den betingade sannolikheten for handelsen i
just det fallet.

1. Satsen

Sats 2.7. Antag att handelserna By, By, ..., B, ar disjunkta och tillsammans utgor hela utfallsrummet.
Da galler for varje handelse A att

P(A)=PB)P(A | B))+P(B)P(A | By)+ -+ P(By)P(A | By)

2. Varfor

B, ..., B, skar Aidisjunkta bitarA n By, ..., A n B, som tillsammans ar hela A:
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By B, B
A — —
An B, An B, AN B,
\ ‘/

Disjunkta bitar adderas enligt sannolikhetsmattets egenskap c), och varje bit skrivs om med
multiplikationsformeln P(A n B;) = P(B;)P(A | B)):

P(A) =YL PAnB)=YPB)PA]|B)
i=1 i=1

3. I ett traddiagram

Satsen ar exakt det vi gor i ett traddiagram: férsta nivan ar fallen B;, andra nivan ar de betingade
sannolikheterna for A i varje fall. Vi multiplicerar langs varje gren som slutar i A och adderar grenarna.

¢) Nar satsen behovs

Signalen i en uppgift ar att sannolikheten for A ar given per grupp — per fabrik, per transportsatt,
per skickat tecken — tillsammans med hur stor varje grupp ar. Da &r fallen B; grupperna.

Fragar uppgiften darefter “givet att A intraffade, vilken grupp kom det fran?” ar nasta steg Bayes sats.
I\ Vanliga fel

¢ Fallen tacker inte allt eller 6verlappar. By, ..., B, maste vara disjunkta och tillsammans
vara hela Q. Kontroll: P(B1) + -+ + P(By) = 1.

e Summera de betingade sannolikheterna utan vikter. P(A | B;) + P(A | B,) aringen
sannolikhet. Varje term ska vagas med P (B;).
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4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 2, 6vning 6a (Vinnman 2.25) — Batterier fran tre fabriker

Tillverkningen av ett batteri ar forlagd till tre fabriker: fabrik A star for 50 %, B for 20 % och C fér
30 %. Ett batteri fran fabrik A har 95 % sannolikhet att racka mer an 100 drifttimmar.
Motsvarande for B och C ar 97 % respektive 98 %. Batterierna blandas i ett stort centrallager.
Vad ar sannolikheten att ett batteri som tas pa mafa ur lagret racker mer an 100 drifttimmar?

¢ Lésning

Beteckningar. A, B, C = batteriet kommer fran respektive fabrik; H = batteriet racker mer
an 100 timmar. Fabrikerna ar disjunkta och tacker hela lagret.

P(A)=0,50, P(H | A)=0,95

P(B)=020, P(H | B)=0,97
P(C)=0,30, P(H | C)=0,98

Lagen om total sannolikhet — i tradet ar det summan av de grenar som slutar i H:

5o H 0,475
fabrik A -

0,05 He 0,025
0,5

0,03 He 0,006
0.3

0,98/ H 0,294

0,02 He 0,006

P(H) = summan av de markerade grenarna = 0,963

P(H)=0,50"-0,95+ 0,20 - 0,97 + 0,30 - 0,98 = 0,475 + 0,194 + 0,294 = | 0,963
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Rimlighetskoll. Svaret ar ett viktat medelvarde av 0,95, 0,97 och 0,98 och maste darfor
ligga mellan dem. Det gor det, och narmast 0,95 eftersom fabrik A vager tyngst.

Fortsattningen, b), finns i Bayes sats.

Svar i boken (2:a uppl., 2.24 = 3:e uppl. 2.25): 0,96.

:= Lektion 2, 6vning 8b (Vannman 2.27) — Felaktigt 6verforda tecken

Meddelanden kodade i binara tecken 0 och 1 6verfors i ett telekommunikationssystem. Ett utsant
tecken 0 mottas som 1 med sannolikhet 0,01 (och som 0 med sannolikhet 0,99). Ett utsant
tecken 1 mottas som 0 med sannolikhet 0,02 (och som 1 med sannolikhet 0,98). Tecknet

1 férekommer i proportion 0,6 och tecknet 0 i proportion 0,4. Hur stor andel av tecknen

overfors felaktigt?

2 Lésning

Beteckningar. Sp, S1 = tecknet 0 respektive 1 skickas; My, M1 = tecknet O respektive
1 mottas.

P(So N Mo) = 0,396
mottaget 0: 0,99

\

skickat 0: 0,4 mottaget 1: 0,01 — P(So N M1) = 0,004
0 )=y,

skickat 1: 0,6 mottaget 0: 0,02 —_— P(51 0/ Mo} = 0,012

mottaget 1: 0,98
P(S1 n M1) = 0,588

markerat: felaktigt éverfort, 0,016

Ett fel ar att skicka 0 och ta emot 1, eller att skicka 1 och ta emot 0. De tva grenarna
ar disjunkta:

P(fel) = P(So) P(M1 | So) +P(S1)P (Mo | S1) = 0,4+ 0,01 +0,6 - 0,02 = 0,004 + 0,0
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Deluppgift a) finns i Bayes sats.

Svar i boken (2:a uppl., 2.26 = 3:e uppl. 2.27): 0,016. Stdmmer ocksd med det
handskrivna l6sningsforslaget.

Se aven

e Betingad sannolikhet

e Bayes sats

e Sannolikhetsmatt

e Multiplikationsprincipen

Resurser

e Khan Academy: Probabilityz
e Wikipedia: Law of total probability ez
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