Kvantmekanisk haxrmonisk oscillator

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Schrodingerekvationen, Svangning

Med Hookes lag F (x) = —k x blir den potentiella energin U(x) = %k'xz, och randvillkoret arattyy — 0
narx — oo, Lésningarna ges av Hermitefunktioner. Energinivaerna blir jamnt fordelade till skillnad
fran ladans, s& avstandet mellan tva grannnivder ar alltid AE = Aw, vilket motsvarar fotoner i IR-
omradet. Den lagsta nivan ligger inte i noll utan pa %f)w.

E, = +1 h —\/k
n=(n 2) w, W= -

Formeln, symbol f6r symbol
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Nivaerna bildar en stege dar alla steg ar lika hdga, R, och det lagsta ligger ett halvt steg dver botten.
En styvare fjader eller en lattare massa ger hogre steg.

1. Schrodingerekvationen f6r oscillatoxrn

Klassiskt svanger en massa i en fjader med vinkelfrekvensen w = 1/k'/m (se Svangning) mellan tva
vandpunkter 2A. Dar ar all energi potentiell, sa %k'A2 = E. Kvantmekaniskt satter viin U = %k'x2
i Schrodingerekvationen:
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FOO05T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

h?dy 1.,
N S =
mae T akXw=Ey

Dessutom maste y — 0 nar |x| — oo, annars gar vdgfunktionen inte att normera.

2. Varfor bara vissa energier
Skriv om ekvationen sa att krokningen star ensam:

d’y _ 2m

1.,
w2 e GRX B

e Innanfér vandpunkterna ar parentesen negativ. D4 har d? l,tl/dx2 motsatt tecken mot , kurvan
bojer sig mot x-axeln och y oscillerar.
¢ Utanfor vandpunkterna ar parentesen positiv. Da bojer kurvan bort fran axeln, och en godtycklig

ldsning vaxer utan grans.

Bara for vissa varden pa E lamnar kurvan det oscillerande omradet precis sa att den narmar sig noll pa
bada sidor. Det ar de energier som ingressens formel ger. Samma resonemang forklarar kvantiseringen
i den andliga brunnen.

3. Grundtillstandet

Den lagsta l6sningen ar en Gaussklocka utan nollstallen:

WO(X) — Ce—\/ﬁ X*2h
y‘ Kontroll av grundtillstdndet och normering

Kortform. Stt & = v/mk /A = mw/f sa att Y = Ce 72,

Derivera tva ganger.

d
_c;[)’f = —ax Yo
d?
—d)ﬁo = (&x* — a) Yy

Satt in i ekvationen.
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FOO05T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator
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Termerna med x?. De tar ut varandra for alla x, och det ar darfor o valdes som den gjordes:

2m 2mlﬁ

h’e*>  h*> mk Kk
2

Konstanta termer. Det som blir kvar ar energin:

Det ar Ey i ingressens formel.

00

o2
Normering. Med Gaussintegralen [ e ™ dx = \/m/a:

—00

1/4
C'z E:]_ > C:(@

a nh

Med v mk" = mw blir det normerade grunditillstandet

1/4 5
o) = () e
Tt

De hogre tillstanden ar samma Gaussfaktor multiplicerad med ett polynom av grad n, ett
Hermitepolynom. Y/, har n nollstallen och ar omvéaxlande jamn och udda.
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FOO05T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

U(x) = Yk'x2

72hw n=3
o0 2hw n=2
—
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klassiska vandpunkter +A,

-4 -2 0 2 4
x (enhet vV (h/mw))

De fyra ldgsta tillstdnden ritade pd sina energinivder i parabeln. De streckade linjerna markerar de
klassiska vindpunkterna £A,,, och vagfunktionerna strdcker sig en bit utanfér dem.

4. Jamforelse med den klassiska oscillatorn

Amplituden. En klassisk oscillator med energin E,, har amplituden Ay, dar %k'A% =(n+ %)ﬁco. Med

k' = mw? blir
A = /(2n+ 1)h
" ma

Utanfor vandpunkterna. I grundtillstandet ligger ungefar 16 % av sannolikheten utanfor +A,. Dar kan

partikeln klassiskt aldrig vara, precis som inuti en barriar vid tunnling.

Var partikeln helst ar. En klassisk massa ror sig langsammast vid vandpunkterna och ar darfor oftast
dar. I kvantmekanikens grundtillstand ar det tvartom mest sannolikt att hitta partikeln i mitten. For
|2

stora n narmar sig |(/Jn i medeltal den klassiska fordelningen, som korrespondensprincipen kraver.

Nollpunktsenergin. Energin kan inte vara noll. Da skulle partikeln ligga still exaktix = 0
, med bade Ax = 0 och Ap = 0. Grundtillstandet har de minsta spridningar som Heisenbergs

osakerhetsprincip tillater:

pellesmoln.org/koncept/Kvantmekanisk-harmonisk-oscillator - 2026-10-19


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kvantmekanisk-tunnling
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Heisenbergs-os%C3%A4kerhetsprincip
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Heisenbergs-os%C3%A4kerhetsprincip

FOO05T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

Fysika: Fd3 (Heisenbergs osdkerhetsrelation, Ap, * Ax > h/4m; grundtillstdndet ger likhet)

2 Harledning av Ax och Ap

Liget. Medelvardet av x ar noll av symmetriskal, sa (Ax)? ar medelvardet av x%. Med |y |? =
> 2 1 /n
CZe—C(X2 Ochj‘ Xze—O(X dx = — —
oo 20V a

Rorelsemangden. Energin fordelar sig lika pa kinetisk och potentiell i medeltal, sa medelvardet
avp2/2m ar %Eo:

(Ap)? 1 mhw
= _ﬁ — 2 = — —
om 4% (Ap)" = —5
Produkten.
P h mho h
P NV ome T2 2

Tillampningar. Nara botten ser nastan varje potentialminimum ut som en parabel, sa modellen
beskriver vibrationer i molekyler och kristaller. I en tvaatomig molekyl byts m mot den reducerade
massan m;. Overgéngen n — n+ 1 absorberar en foton med hf = Nw, oftast i infrarott.

Se Molekylvibration.

n=4

bindningen som fjader k'

: !
svanger kring jamviktslaget - )
_ n=
. —_—| n=2 hw
U = %k'x? ndra
botten av varje L n=1
potentialminimum
hw
— ] n=1 o n=0

(IR)

l&da: E « n? oscillator: E = (n + %)hw

1l
w

stegen glesnar jamna steg
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FOO0O5T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

Vénster: en tvdatomig molekyl, ddr bindningen fungerar som en fjcder. Hoger: pd samma energiskala
glesnar lddans nivdaer som n?, medan oscillatorns ligger pd jdmna steg Nw ovanfér nollpunktsenergin
%ﬁw. Varje steg uppdt kostar samma foton, oftast i infrardétt.

I\ Vanliga fel

e nbérjar pa 1. Grundtillstdndet &rn = 0 med Ey = %ﬁw. Det ar inte Aw och inte noll.
o o och f blandas ihop. Nivdavstandet ar w = hf. Skriver man haw blir det 271 ganger
for stort.

2 ‘men i oscillatorn ar avstandet

¢ Nivaavstandet tros viaxa med n. I ladan véaxer E,, som n
alltid he.

e Massan i stéllet for den reducerade massan. I en molekyl svianger bada atomerna, sa
o = +/k/m,.

k' blandas ihop med vagtalet k. Primtecknet skiljer fjaderkonstanten fran vagtalet.

5. Losta exempel
:= Exempel — Kolmonoxidens vibration

En kolmonoxidmolekyl absorberar infrarétt ljus med vaglangden 4,67 pm nar den gar fran
vibrationens grundtillstand till forsta exciterade tillstandet. Atommassorna ar 12,000 u for kol
och 15,995 u for syre. Behandla vibrationen som en harmonisk oscillator.

a) Berdkna avstandet mellan vibrationsnivaerna i eV. b) Berakna vinkelfrekvensen och
bindningens kraftkonstant. c) Berakna nollpunktsenergin.

 Losning

a) Nivdavstandet. Fotonens energi ar skillnaden mellan tva grannivaer:

1240 eV - nm N

0,265 eV
4670 nm

hc
Aw = € _
77

b) Vinkelfrekvensen.

_0,2655-1,602-1071°

~|4,03 - 10" rad/s
1,055 - 10734
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FOO0O5T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

Fysika: Te (e, h)

Reducerade massan.

_ 12,000 - 15,995

= =6,856u=1,14-10%k
12,000 + 15,995 = »°°UT 4 &

my

Kraftkonstanten. Ur w = \/k'/m,:

K =mo?=1,139 102 - (4,034 - 104)’ 1,85 - 10> N/m

c) Nollpunktsenergin.

Ey = =hw ={0,133 eV

N| —

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Elektron i en harmonisk falla

En elektron ar instangd i en potential som kan beskrivas som en harmonisk oscillator med
nivaavstandet A = 50,0 meV.

a) Berékna vinkelfrekvensen och vaglangden hos den foton som lyfter elektronen fran n = 0 till
n = 1. b) Berékna den klassiska amplituden Ag for grundtillstandets energi. c) Berdkna Ax och
Ap i grundtillstdndet och visa att produkten ar /2.

2 Lésning

a) Vinkelfrekvensen.

0,0500 - 1,602 - 1071°
= o g Y060 107 radss

Fotonen. Dess energi ar Aw:
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FOO0O5T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

_ 1240 eV - nm
0,0500 eV

= 24800 nm = (24,8 pm

b) Amplituden. Med n = 0:

h 1 10734
Ay = = ’0?5 0 ~ (1,23 nm
Me® SLIE o U@ - 7598 - 10"

c¢) Spridningen i lage.

0,873 nm

Sz

Spridningen i rérelsemangd.

m.how 9,109 - 10731 - 0,0500 - 1,602 - 10719 6
Ap = > = > ~16,04 - 10 " kg - m/s

Produkten.

AxAp=8,73-10710-6,04-102°=527-10%J-s=

N | Ox

Grundtillstandet ligger alltsa precis pa gransen i osakerhetsprincipen.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 40.5 The Harmonic Oscillator
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