Kurvintegraler
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Kurs: MO068M Forkunskaper: Parametriserade kurvor, Integraler

1. Idén bakom kurvintegralen

b
Vanliga integraler fa f(:z:) dx summerar funktionsvarden langs ett rakt intervall pa
reella linjen. Kurvintegralen generaliserar detta till en krokig vég i planet eller rummet.

Grundtanken

Tank dig en bojd vajer som féljer en kurva C', och en densitet f(a:, y) som varierar
langs vajern. Massan blir summan av “lite langd X lokal densitet” — och det ar

precis fc fds.
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f Cfds; — arean av gardinen under z = f(x, y)

=== kurva C i xy-planet
== hojdkurvan z = f(r(t))

777 'gardin' med arean fcfds

2. Definition

Forenkurva C' : 7(t), t € [a,b], och en skalarfunktion f definierad pa C":

b
/C fds = / £ (7)) 7 ()] de

dar ds ar ett bdgldngdselement.

Hiarledning av ds

En liten bit av kurvan motsvarar ett litet steg At i parametern. Pythagoras langs
kurvan ger



ds = \/ (%) ¥ (%)2(# — @R @R =| 7 )] de

dvs. baglangdselementet ar farten i parametriseringen, ganger dt.

2/ 3D-fall

Allt fungerar likadant i R med [|7'(¢)|| = +/(2)2 + (¥')2 + (2')2.

3. Oberoende av parametrisering

Resultatet beror endast pa kurvan som geometriskt objekt, inte pa hur den
parametriseras. Att byta parameter t — 7(t) med 7/(¢t) > 0 ger samma vérde, s&
lange orientering och spar bevaras.

¢) Praktisk konsekvens

Valj den parametrisering som ger snyggast rakning — du behdver inte oroa dig for
att svaret ska bero pa valet.

4. Anvandning

Langd av kurva: f = 1ger [, ds = langd(C).
Massa av trad med (linjar) densitet p(z,y): m = [, pds.
Masscentrum av traden: & = % fC x pds etc.

Medelvirde av f langs kurvan: f = m fc f ds.

5. Exempel

:= Exempel 1 — langden av en halvcirkel (sanity check) >



:= Exempel 2 — massa av vajer med inhomogen densitet >

:= Exempel 3 — medelvarde av hojd éver en spiral >

6. Metodik — steg for steg

&) Hur man raknar fo fds

1. Parametrisera kurvan C med 7(t), t € [a, b]. VAlj den parametrisering som
gor rakningarna minst smartsamma.

2. Rékna farten ||7/(t)]|.

3. Uttryck integranden f langs kurvan: f(7(t)).

4. Berikna enkelintegralen fab F#@) |17 (¢)| dt.
5. Sanity-check. For f = 1 ska du fa langden av C.

/N Vanliga fallgropar

o Glomt ||7'(%)]| — utan den blir resultatet fel storleksordning.

o Felaktig t-intervall som tacker kurvan flera ganger eller bara delvis.

« Raknat [ f(t) dtistallet for [ f(7(t)) ds — funktionsvardet i punkten, inte
| parametern.

Lasning

e 16.3 Line Integrals

Se aven

o Kurvintegraler av vektorfalt
e Parametriserade kurvor
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e Baglangd och rotationsarea

Resurser

¢ Khan Academy: Line integralsez
o Wikipedia: Line integralz
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