Kryssprodukt

#linjar-algebra #vektorrum

1. Kryssprodukt (vektorprodukt)
3B1B: Cross productsez - 3B1B: Cross products pt. 212

Kryssprodukten finns enbart i R3. Man kan se R? som en delmangd av R3 genom att
satta z = 0, dvs. (z, y, 0).

1.1 Syfte

Givet ett plan pa parameterform & = x, + su + tv ger kryssprodukten 1 X ¥ en
normalvektor som ar ortogonal mot bada riktningsvektorerna.

1.2 Definition

U= (Ul,’lLQ,U3), U= (’Ul,’UQ,’Ug)

UXv= (U2’U3 — U3V2, U3V —UIV3, U1V2 — ’11,2’01)

Minnesregel: Skriv upp vektorerna under varandra. For varje komponent, tack
den kolonnen och ta korsvis multiplikation av de kvarvarande — byt tecken
pa mittkomponenten.

:= Berdkna (—1,2,3) x (2,—-6,1) >

2 Alternativ metod — determinantformen >

1.3 Sats
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4,7 €R = 4 L (ix3)ochv L (@ x70)

Bevis: (ug, Ug, u3) ® (UgV3 — UgVs2, UV — UIV3, U Vs — UgV]) = U UgV3 —

UIUV2 + UgU3V] — UUIV3 + U3UIV2 — U3UV1 = 0

Varje term tar ut sig. Analogt for .

2. Rakneregler for kryssprodukt

axXb

Hogerhandsregeln: Bilden illustrerar hogerhandsregeln for kryssprodukt mellan tva

vektorer a och b. Nar du formar en hégerhand som visas:

o Pekfingret (bla pil) pekar i riktning mot vektor a
o Langfingret (rod pil) pekar i riktning mot vektor b
e Tummen (lila pil) visar da riktningen pa kryssproduktsvektorn a x b



Kryssproduktsvektorn a x b blir alltsa vinkelrat mot bade a och b, och dess riktning
bestams av hégerhandsregeln. Om du vander pa ordningen till b x a far du motsatt
riktning (tummen pekar nedat istallet).

e U X U= —(U X u)— ej kommutativ (antikommutativ)
o U X (U4 W) =14 X T+ U x w— distributiv

o k(u x V)= (ku) x v =1 x (kv)

« 4x0=0

c ixi=0

3. Lagranges identitet

@ > ¥J* = [af*[v]* - (u - )*

4. Geometriska egenskaper

Givet tva vektorer ¢ och ¥:
e UXU Luochuxv Lo
e |t X ¥|=arean av parallellogrammet
e Riktning enligt hogerhandsregeln

5. Exempel: Area av triangel

Bestam arean av triangeln med hérnen A = (1,0,3), B = (—2,1,—-1),C =
(1,1,2).

Lésning: AB =B — A= (—3,1,-4) AC=C — A=(0,1,—1)

Area = %]A?B X AﬁC|

6. Trippelskalarprodukt



- (T x D)
Kan beraknas som en determinant:

Uy U2 U
'ﬁ-(ﬁxﬁ)):det V1 V9 V3
w; W2 w3

7. Satser: Geometrisk tolkning av determinanter

3B1B: The determinantez

7.1 Area av parallellogram i R?

det {ul 'LL2:|

Area =
V1 V2

7.2 Volym av parallellepiped i R?

Uy U2 U3
Volym = |det [vi w2 w3 || =|u-
wp Wy Ws

8. Avstand mellan punkt och linje

:= Exempel: Avstand fran punkt till linje >

9. Avstand mellan tv3 skeva linjer i R?

Tva linjer ar skeva om de varken skéar varandra eller ar parallella (endast mojligt i 3D).

:= Exempel: Avstand mellan tva skeva linjer >
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10. Avstand mellan punkt och plan
:= Exempel: Plan genom tre punkter + avstand >

Kryssprodukt - Jamn permutation

Lasning

e 10.3 The Cross Product in 3-Space

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Cross products (kap 10)z — vad kryssprodukten
betyder geometriskt
e 3BluelBrown: Cross products in the light of linear transformations (kap 11)z —
djupare forstaelse via determinanter
e 3BluelBrown: Dot products and duality (kap 9) &z — skalarprodukt som kontrast
e 3BluelBrown: The determinant (kap 6)z — area och volym som determinant

Interaktiva verktyg

e GeoGebra: Cross Product Visualisation 3D — roterbar 3D-visualisering
e GeoGebra: Cross Product and Area Visualization — parallellogram-area

Wikipedia

e Cross productrz

e Triple producte

o Parallelepipedr

e Line (geometry) — Parametric forme
e Plane (geometry)r
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Fordjupning

e Immersive Linear Algebra — Chapter 2: Vectorse
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