Kovarians

#matematik #sannolikhetsldara #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Flerdimensionella fordelningar, Varians och standardavvikelse

Kovariansen mater hur tva stokastiska variabler samvarierar: den ar positiv om stora varden pa den
ena tenderar att atfoljas av stora varden pa den andra, och negativ om de tenderar att ga at olika hall.

Den behovs for att rakna ut variansen av en summa av beroende variabler.

1. Idén

Lat &; och &, vara langd och vikt for en slumpvald person, med vantevarden 1y och 5. En person

over medellangd vager oftast 6ver medelvikten, och en person under medellangd oftast under.
Avvikelserna &; — py och & — i, har alltsd oftast samma tecken, s produkten (& — p1)(& — o) bliri
genomsnitt positiv.

Vid ett negativt samband har avvikelserna oftast olika tecken och produkten blir i genomsnitt negativ.
Saknas linjart samband tar positiva och negativa produkter ut varandra.
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Punkter i de rédbruna kvadranterna ger en positiv produkt (§; —

H1)(& — o), punkter i de bld en

negativ. Har dominerar de rédbruna, sd kovariansen dr positiv. Hall musen éver en punkt for att

se produkten.

2. Definitionen

Definition 1.16 (kompendiet). Kovariansen mellan &; och &, &r

Cov($1,62) = E((§1 — H1)(S2 — 12))

For rakning ar omskrivningen

) pi = E(&)

Cov(&1,82) = E(&162) — pupi2

oftast smidigast, dar E(&; &) raknas som en dubbelsumma eller dubbelintegral ver den

simultana fordelningen.

2 Tva specialfall

o Med sig sjilv: Cov(&, &) = E((§ — p)?) = V(&). Variansen &r kovariansen av en variabel

med sig sjalv.

e Oberoende: om & och &, ar oberoende ar E(&,&) =
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3. Rakneregler

For konstanter a och b:

Cov(¢1, &) = Cov(§, &1)
Cov(aé; + b, &) = aCov(éy, &)
COV(fl + éZJ 63) = COV(EI: 53) + COV(EZ’ ES)

En additiv konstant flyttar variabeln men inte avvikelserna fran vantevardet, och darfor férsvinner b.

4. Variansen av en summa

Sats 1.17 (kompendiet).

V(& + &) =V (&) + V(&) +2Cov(éy, &)

och, eftersom V (=&) = V (&) och Cov(&1, —&2) = —Cov(&y, &),
V(&1 = &)=V (&) + V(&) —2Cov(Sy, &)

Varfor. Utveckla kvadraten i definitionen av variansen:
V(& +&)=E(& — p) + (& — 1)) = E(C1 = 1)?) + E((& — 12)%) + 2E((&; — 1)(& — 112))

Ar variablerna oberoende férsvinner kovarianstermen och vi far tillbaka regeln att varianser adderas,
se Linjara funktioner av stokastiska variabler.

&) Positivt beroende 6kar spridningen i summan

Ar kovariansen positiv drar variablerna &t samma h&ll och summan sprider mer &n om
de vore oberoende. For en differens ar det tvartom — det ar darfér stickprov i par ger
snavare intervall: matningarna i ett par ar positivt korrelerade, och differensen tar bort den

gemensamma variationen.

5. Skalberoende

Kovariansen har samma enhet som produkten av variablernas enheter. Mater vi langd i meter i stallet
for centimeter blir kovariansen 100 ganger mindre, utan att sambandet har andrats. For att fa ett matt
som inte beror pa skalan dividerar vi med standardavvikelserna, och det ger korrelationskoefficienten:

Cov(¢y, ) = p o0y
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¢ Kovariansmatris

For flera variabler samlas varianser och kovarianser i en kovariansmatris C med elementen
cij = Cov(¢;, &;). I tva dimensioner &r

0? 0,0
c=( " p 12 2)
p 010, 0,

/\ Vanliga fel

e Cov = 0 betyder inte oberoende. Oberoende ger kovariansen 0, men inte omvant. Med
& € R(-1,1)ochn = &2 ar Cov(é,n) = E(&3) — 0 - E(&%) = 0, fast n) bestams helt av €.
e Glémd faktor 2. V (& + &) har termen 2 Cov, och for a&; + bé, blir den 2ab Cov(&y, &).
o Tecknet vid differens. I V (§; — &) byter bara kovarianstermen tecken — varianserna
adderas fortfarande.
e E(& &) = pipo utan oberoende. Produktregeln galler bara for oberoende variabler;
annars raknas E(&1&2) som dubbelsumma eller dubbelintegral.

6. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella fordelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 18, dvning 3 — Hur stor kan variansen av en summa bli?

L&t &1 och & ha varianserna 9 respektive 25. Om de ar beroende kan variansen av &; + & vara
antingen storre eller mindre an 34, men inte hur stor eller liten som helst. Hur stor kan den hogst
vara? Hur liten kan den minst vara?

/ Lésning
Kompendiets sats 1.17 med Cov(&;, &) =poyo, =35+ p = 15p:
V(1 +&)=9+25+2-15p =34+ 30p

Korrelationen ligger alltidi—1 < p < 1, sa
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4< V(&1 +8)<64

Maxvardet 64 = (3 + 5)? nds nar p = 1 och variablerna drar exakt &t samma hall; minvardet
4 = (5 - 3)? narp = —1 och de delvis tar ut varandra.

Facit: 4 <V (& + &) < 64.

‘= Kompendiet, 6vning 1.15 — Samma frdga med varianserna 4 och 9

L&t &; och &, ha varianserna 4 respektive 9. Hur stor kan variansen av §; + &, hdgst vara, och hur

liten kan den minst vara?

J Lésning
Nu aro1 = 2 och 0y = 3, s Cov(&y, &) = 6p och
V& +&)=4+9+12p=13+12p

Med-1<p<1:

1<V(& +8)<25

Granserna ar (0, — 01)? och (07 + 0,)?, precis som i lektionsuppgiften ovan.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Se aven

e Korrelation

e Flerdimensionella fordelningar

e Varians och standardavvikelse

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Tvadimensionell normalférdelning
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Resurser

e Khan Academy: Covariance and the regression linetz

e Wikipedia: Kovariansz
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