Koxrrelation

#matematik #statistik #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Kovarians

Kovariansen mater hur tva stokastiska variabler samvarierar. Korrelationskoefficienten ar den
normerade varianten, som alltid ligger mellan —1 och 1 och mater det linjara beroendet — korrelation
noll betyder att linjart samband saknas, men inte nddvandigtvis att variablerna ar oberoende.

1. Definitionen

Definition 1.18 (kompendiet). Korrelationskoefficienten mellan &; och &, ar

Cov(§1,8)  _ Cov(éy, §)

VV(ED V(&) 01 02

Vi skriver ibland p1,, eller bara p nér det ar tydligt vilka variabler som avses. Divisionen med

p(él) 62) =

standardavvikelserna gor mattet dimensionslost: det paverkas inte av om vi mater i meter
eller centimeter.

2. Granserna

Det galler alltid att

—1<p(é1,8) <1

med likhet om och endast om &, &r en linjar funktion av &y, alltsd & = a&; + b. Tecknet pa p ar
tecknet pa a.

p Tolkning

nara 1 starkt positivt linjart samband
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p Tolkning
nara 0 inget linjart samband — variablerna ar okorrelerade
nara—1 starkt negativt linjart samband
p=0 p=0,4 p=0,8 p=-0,7
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Molnen visar observationspar fran fyra fordelningar. Ju narmare |p| ar 1, desto tatare ligger punkterna

kring en linje.

3. Okorrelerad ar inte oberoende
[\ p = 0 betyder inte oberoende

Oberoende variabler har alltid Cov = 0 och ar alltsa okorrelerade. Men det omvéanda géller inte: p
fangar bara linjart beroende. Ar (&, n) likformigt férdelad pa en cirkelskiva arp = 0 av
symmetriskal, men variablerna ar beroende — vet vi att & &r nara 1 méste ) vara nara 0.

Undantaget ar den tvadimensionella normalférdelningen, dar okorrelerade variabler ocksa
ar oberoende.

4. Hur p paverkas av linjara omskrivningar

Ur raknereglerna for kovarians foljer, for konstanter a > 0 och b:

p(a&; + b, &) = p(&1, &), p(=¢1, &) = —p(&1, &)

Att skala om eller flytta en variabel andrar inte styrkan i sambandet, men att byta tecken

vander riktningen.
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5. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar

facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.
‘= Lektion 18, dvning 1 — Kovarians och korrelation fér omskrivna variabler

Slumpvariablerna &; och & har vantevarden p, 2 och standardavvikelser o1, 02. Lat p =
p(&1, &). Anvand definitionerna for att bestamma kovarians och korrelation nedan, och
kommentera om korrelationen beter sig som ett matt pa linjart samband.

a) Cov(&1, &) och p(&1, &1)
b) COV(él, 261) och p(El’ 261)

c) Cov(é +a, &) och p(&1 + a, &), dar a &r en konstant

d) Cov(&;, —&2) och p(&1, —&2)

e) Cov(&; + &, &3) och p(&; + &, &3), dar &3 har vantevarde pi3 och standardavvikelse 03, och
p(&1, &3) = p13, p(&2, &3) = pa3

/ Lbésning

=N

,ochp = 03/(0107) = . En variabel har perfekt

a) Cov(&;,&1) = E((§1 — 1)*) =|o

linjart samband med sig sjalv.

b) 2&; har vantevarde 2p11 och standardavvikelse 207:

2 2
Cov(&, 281) = E((& — ) - 26 —p) = [202],  p= —2 : -[1]

Kovariansen andras med skalan, korrelationen inte.

c) &1 + a har vantevarde g + a, sa avvikelsen ar oférandrad, (&1 + a) — (u1 + a) = & — pi:

Cov(& +a,&) = , p( +a, &) = @

pellesmoln.org/koncept/Korrelation - 2026-10-19 3/6



S0008M - Korrelation

d) Awikelsen for =&, ar —(& — p») och standardavvikelsen fortfarande o;:

Cov(¢1, =&) =|—poioz|, p(&1,—&2) =|—p

Sambandet ar lika starkt men gar at andra hallet.

e) Kovariansen ar additiv i férsta argumentet:

Cov(&1 + &2, &3) = Cov(&1, &3) + Cov(&a, &3) = | p13 0103 + p23 0203

Med kompendiets sats 1.17 ar V (§; + &) = 0% + 03 + 2p 0,05, 53

P13 0103 + P23 0203
034/ 0% + 05 +2p 0,0,

p(& +&,&3) =

Kommentar. I a)-d) beter sig p som vantat for ett matt pa linjart samband: £1 vid exakt
linjart samband, oférandrad vid flyttning och skalning, och teckenbyte nar den ena variabeln
byter tecken.

Facit: a) G% resp. 1; b) 20% resp. 1; ¢) pa10; resp. p; d) —p010> resp. —p; e) som ovan.

‘= Kompendiet, 6vning 1.16 — Rakneregler for kovarians och korrelation
Verifiera féljande egenskaper, dar a och b ar konstanter:

a) Cov(ag; + b, &) = aCov($y, &)

b) Cov(&; + &5, &3) = Cov(&y, &3) + Cov(&y, &3)

) p(&1, —&2) = —p(&1, &2)

d) p(&1, a; + b) arlikamed —1 eller 1 (for a & 0).

2 Lésning

Anvand Cov(&y, &) = E(&1€y) — Hipo och att vantevardet &r linjart.
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a) E((aé; + b)§y) = aE(&162) + by och E(aé; + b) E(§) = apyp; + b . Differensen &r
a(E(§162) — Hap2) = a Cov(§y, &)

b) E((1 + &2)E3) — (11 + p2)ps = (E(E1&3) — paps) + (E(E283) — paps), vilket
ar hogerledet.

c)Med a) ocha = —1, b = 0 (rollerna ombytta, kovariansen ar symmetrisk) ar
Cov(&y, =&) = —Cov(éy, &). Standardavvikelsen for =&, ar 0y, s namnaren i p ar
oférandrad och tecknet byts.

d) Med a) ar Cov(&1, a&y +b) =aV (&) = ao?, och D(aé; + b) = |a| o1:

aa% a 1, a>0

, aéy +b) = - =
p(El El ) oy |a|01 |CI| _1’ a<0

Ett exakt linjart samband ger alltsd alltid |p| = 1, med tecknet efter lutningen.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.17 — Okorrelerade men beroende

Lat (&1, &) vara likformigt fordelad pa cirkelskivan med centrum i origo och radien 1. Bestam
Cov(éy, &). Ar & och & okorrelerade? Ar de oberoende?

/ Lésning

Kovariansen. Arean ar 11, s f(X1, X2) = 1/m pa skivan. Skivan ar symmetrisk kring bada
axlarna, och integranderna x; och x;X, ar udda i xq, sa integralerna éver skivan blir noll:

X1X
p = o =0, E&&) = i % dx; dx, =0

2
x{+x5<1

Alltsa | Cov(&q, &) = 0, och variablerna &r okorrelerade.
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2
Oberoende? Nej. Marginalerna ar fz, (X;) = —4/1 — X3 p& [-1, 1], och likadant for &
s

(se Marginalférdelning). I punkten (0,9; 0,9), som ligger utanfér skivan, ar f = 0 men
produkten av marginalerna positiv. Alltsa &r f(x1, X2) B f¢, (x1) f¢,(x2), och variablerna
ar beroende.

Det har ar exemplet i avsnitt 3: vet vi att & ar nara 1 maste &, vara nara 0. Beroendet &r inte
linjart, och darfér syns det inte i p.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Se aven

e Kovarians

e Tvadimensionell normalférdelning
e Flerdimensionella fordelningar

e Oberoende stokastiska variabler

Resurser

e Khan Academy: Correlation coefficientw
e Wikipedia: Korrelationtz
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