Icke-linjara funktionexr av stokas-
tiska variabler

#matematik #sannolikhetslara #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Flerdimensionella fordelningar, Férdelningsfunktion, Linjara

funktioner av stokastiska variabler

Fordelningen for en icke-linjar funktion { = g(&q, ..., &4) av stokastiska variabler tar vi fram i tva steg:
forst fordelningsfunktionen Fz(z) = P ({ < z) som sannolikheten for ett omrade, sedan
frekvensfunktionen genom derivering. Nar det inte gar att rakna exakt kan vi i stéllet approximera
vantevarde och varians genom linjarisering.

1. Fordelningsfunktionsmetoden

For linjara funktioner racker raknereglerna for vantevarde och varians. For en godtycklig funktion { =
g(&, n) behover vi hela fordelningen, och den tar vi fram sa har:

1. Skriv handelsen som ett omrade. {{ <z} = {(§,n) € D,},darD, = {(x,y) : g(x,y) < z}.
2. Rakna sannolikheten. Fz(z) = P((¢,n) € D,) — en dubbelintegral av den simultana
frekvensfunktionen, eller ett areaférhallande om férdelningen ar likformig.

3. Derivera. fz(z) = F,(2).
&) Varfor gaviaF?

P (C < z) ar sannolikheten for ett omrdde, och sddana kan vi rakna. Frekvensfunktionen fz(z) ar
ingen sannolikhet i sig, sa den gar inte att fa fram direkt. Samma knep fungerar i en dimension: for

n=&arF,(y)=P(-\y<E< ).

2. Summoxr: faltningsformeln

For { = & +n ar D, halvplanet under linjeny = z — x:
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—X

F@=f [ fxy)dydx

—00 —00

Ar & och i oberoende ar f(x,y) = fz(X) fp(¥), och derivering ger faltningsformeln

@ =] fez=0f(dx

Summan av tva oberoende rektangelfordelade variabler far pa sa satt en triangelformad

frekvensfunktion, och summan av n oberoende Exp(A)-variabler en Gammaférdelning med
n

frekvensfunktionen " le™ 7 >,

(n—-1)!

3. Avstand och kvadrater

Avstand fran origo. Ar (&, n) likformigt férdelad pa enhetscirkelskivan och { = /&% +n? ar {{ < z}
en cirkelskiva med radie z, sa
2
nze
Fg(z)=?—z, fe(2) = 2z, 0<z<1

Frekvensfunktionen vaxer med z: det finns mer area langt ut &n nara centrum.

Kvadrater. Arn) = &2 och & kontinuerlig ger steg 2 Fn(y) = FE(\/)_’) — FE(—\/)’/) fory > 0,
och kedjeregeln

1
fny) = m

Med & € N(0, 1) blir detta *-férdelningen med 1 frihetsgrad. Summan av kvadraterna av k

(fe(Vy) *fe(=vy)),  y>0

oberoende N (0, 1)-variabler &r x?-fordelad med k frihetsgrader.

Det minsta och stérsta vardet av flera variabler ar ett eget viktigt fall, se Max och min av

stokastiska variabler.

4. Approximativt: Gauss approximationsformler

For en icke-linjar funktion av stokastiska variabler gar vantevarde och varians i allménhet inte att
berakna exakt. Vi linjariserar d& funktionen kring vantevardena med en Taylorutveckling, vilket ger
Gauss approximationsformler — grunden fér felfortplantning.

For en variabel, med p = E(&):

E@@®)~ g, V@&~ G VE
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och for oberoende &1, ..., &,:

2

"0
VG &N L (GG i) V(&)
i=1 !

Approximationen &r bra nar g ar nastan linjar 6ver det omrade dar variablerna brukar hamna, alltsa nar
standardavvikelserna ar sma.

O\ Vanliga fel

e Satt in direkt i frekvensfunktionen. f;(z) fas inte genom att sattain g i f¢; ga via F¢(z) =
P (¢ < z) och derivera.

e Intervallen. Omradet D, kan byta form med z — summan av tva R(0, 1) har olika uttryck
forz < 1ochz > 1. Ange ocksa att Fz = 0 under och 1 éver vardemangden.

* Baraenaroten.Forn = &2 ar{n <y} = {-,/y <& < ,/y} —bada rétterna ska med.

» Gauss formler som exakta. E(g(§)) ~ g(u) ar en approximation; likhet géller bara néar g

ar linjar.

5. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar losta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 19, 6vning 1 — Total vantetid for tva bussar

En person ska ta tva bussar. Vantetiderna ar oberoende och R(0, 10)-férdelade. Lat { vara den
totala vantetiden.

a) Berékna férdelningsfunktionen for .

b) Bestam och skissa frekvensfunktionen fér (.

/ Lbésning

Simultan fordelning. Med & och 1) som vantetiderna ar f(x,y) = 1—10 : % = ﬁ pa kvadraten
K =[0,10] x [0, 10], allts& likformig férdelning med | K| = 100. Sannolikheter blir areor

delat med 100.
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a) {{ <z} ardelen av kvadraten under linjen x + y = z.

0<z=10:D,={x+y =<2z} frekvensfunktion f;(z)
10
0,1
8
6
>
4 0,05
X+y=2z
2 D,
Y 0
0 2 4 6 8 10 0 10 20
X z

e 0 <z < 10: omradet ar en triangel med kateterna z, arean z%/2.
e 10 <z < 20: komplementet ar en triangel uppe till hoger med kateterna 20 — z.

0, z<0
2
ﬁ, 0<z<10
F =
(@ =17 00
1-——, 10<z<20
200
-1, z>20
b) Derivera bit for bit:
2 0<z<10
100
=422 10<,<20
I_ 100
0, annars

En triangel med toppen vid z = 10 (hégra panelen). Tva oberoende likformiga vantetider ger
alltsa inte en likformig summa: varden nara mitten kan uppsta pa manga satt, varden nara 0
eller 20 bara pa ett.

1

Rimlighetskoll. Triangelns area ar 5 - 20 - % =1.

Facit: Fz(z) = z*/200 f6r 0 < z < 10 och 1 — (20 — 2)?/200 for 10 < z < 20; f dr
triangelformad med toppen iz = 10.
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‘= Lektion 19, d6vning 3 — Partikel i ett klot

Positionen for en partikel relativt origo ar likformigt fordelad pa klotet med centrum i origo och
radie R > 0.

a) Antag R = 1. Vad &r sannolikheten att partikeln befinner sig hogst 0,35 fran origo?
b) L&t { vara partikelns avstand fran origo. Diskutera hur frekvensfunktionen fér ¢ borde se ut.

c) Berakna och skissa frekvensfunktionen fér { for godtyckligt R. Bestam &ven vantevarde och
median for (.

¢ Lésning

a) Likformig férdelning i tre dimensioner: sannolikheten &r ett volymférhéllande. {{ < 0,35}
ar ett klot med radie 0,35:

2+ 0,35° 5
P(Z < 0,35) = 4—13 =0,35" (0,043
§T[

b) Sannolikheten att hamna i en liten kub ar ungefar f dx; dx, dxs, och f ar konstant. Ett tunt
skal pa avstandet z har volymen ungefar 4mz? dz, som véaxer med z. Frekvensfunktionen for
{ borde darfér vara noll vid origo och vaxa ungefar som Z? uttillR.

c)For0 <z < Rar {{ < z} ett klot med radie z:

4 .3 3 2
=TZ Z . 3z
Fi(z) = =2 = — 7)=F.,(2) =| = |, 0<z<R
7(2) LR R fi@) = F (D) =| 5
Viintevdrde:
R 2 4
3z 3 R
EWQ)=| z*—dz=—"— =|0,750R

IO R3 R3 4

Median: Fz(m) = 0,5 germ*/R® = 0,5, allts&

m=+/0,5R=~|0,794R
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Medianen ligger dver vantevardet eftersom fordelningen ar vansterskev: massan ar samlad
langt ut, med en lang svans in mot origo.

Facit: a) 0,042 — vi fér 0,043, eftersom 0,352 = 0,042875 och facit har kortat bort
decimalerna i stdllet for att avrunda; c) fz(z) = 3z%/R3, 0 < z < R, véntevérdet 0,750R,
median 0,794R.

‘= Kompendiet, 6vning 1.4 — Hogst 12 minuters vantan

En person ska ta tva bussar. Vantetiderna ar oberoende och R(0, 10)-férdelade (minuter).
Berakna sannolikheten att den totala vantetiden blir hégst 12 minuter.

2 Lésning

Det ar fordelningsfunktionen fran lektion 19, 6vning 1 ovan, iz = 12. Omrédet {x +y < 12}
ar hela kvadraten utom en triangel uppe till hoger med kateterna 20 — 12 = 8:

P({<12 _1—82/2_1—032_ 0,68
(— )_ 100 B - )

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.5 — Summan av tva R(0, 1)

Antag att & € R(0, 1) och & € R(0, 1) &r oberoende. Berékna férdelningsfunktionen och
frekvensfunktionen for &§; + &,.

J Lésning

Samma rakning som bussexemplet, med kvadraten [0, 1] x [0, 1] i stallet for [0, 10] %
[0, 10]. Arean &r 1, s& sannolikheten &r arean sjalv:
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0, z<0

é’ 0<z<1 [Z, 0<z<1
F(z) = { 2 2-27 f@)=42-2, 1<z<?2

L= 7 1<zs2 0, annars

-1, z>2

Frekvensfunktionen ar en triangel pa (0, 2) med toppen 1iz = 1.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.7 — Den ovane pilkastaren

En ovan pilkastare traffar en cirkulér tavla med radien 1, och traffpunkten ar likformigt férdelad
pa tavlan. Lat  vara avstandet fran traffpunkten till tavlans centrum.

a) Bestam variansen for (.
b) Pilkastaren far 10 — 10{ poang. Berakna det férvantade antalet poang pa ett kast.
/ Losning

Fordelningen for ¢ &r avstandet frén origo i avsnitt 3: fz(z) = 2z for 0 <z < 1.

a)
! 2 ! 1
EQQ)=[ z'2zdz= , E(Z2)=f 72 2zdz = =
0 3 0 2
1 2% |1
VO==-(=) =|—|=0,056
@=5=0) =| %
b) Poangen ar en linjar funktion av {:
2 10 .
E(10-10¢)=10-10 - 3 = 3 ~ 3,3 poang
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Det forvantade avstandet 2/3 ligger narmare kanten an centrum, eftersom det finns mer
area langt ut.

Pa riknaren. [(zx2xz,z,0,1) och [(z~2%2xz,z,0,1) ien Calculator-sida.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, dvning 1.9 — Avstand i tre dimensioner

Lat (&1, &, &3) ha en tredimensionell kontinuerlig fordelning (som i tva dimensioner, men med

trippelintegraler). Bestam vantevardet av { = /&7 + & + & om

a) (&1, &, &) ar likformigt fordelad pa klotet med centrum i origo och radien 1,

b) frekvensfunktionen ar

1
f(x1,X2,X3) = —e 2y/ Xt +xifa0 ao = 5,2917720859 - 10~
0

Den beskriver var vateatomens elektron befinner sig i forhallande till karnan i grundtillstandet.

Z Lésning

a) Enligt lektion 19, 6vning 3 ovan, med R = 1, ar f¢(z) = 3z2 pa (0,1) och

! 3
EQ =] z-322dz=
0 4

b) Frekvensfunktionen beror bara pa avstandet r till origo. Ett tunt skal pa avstandet r har
volymen 4mtr? dr (se Sfariska koordinater), s&

1 4
fe(r) = 4nr? - —5 e 27® = — pe ®, r>0

B

Med substitutionen t = 2r/ag och jooo t"e”dt = n!:
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© 4 _ 4 (104 3 —
E _ e g = 20y L31=|2 ~ 7941011
©=f rgr =23 i

46103

Samma teknik gerjoOo fe(r)dr=— (E) + 21 =1, en kontroll av att f verkligen &r en
dp

frekvensfunktion. Elektronen befinner sig i genomsnitt 1,5 Bohrradier fran karnan.
Pa raknaren. b) [(rx4/ar3xr~2xer(-2xr/a),r,0,») med a odefinierad ger 3xa/2.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

:= Kompendiet, 6vning 2.4 — Brownsk rorelse

Lat &, &, & vara oberoende, var och en N (0, v/t). I en diffusionsmodell (Brownsk rérelse) &r de
koordinaterna for en mikroskopisk partikel vid tiden t. Berakna sannolikheten att partikeln vid
tident = 1 befinner sig hogst 0,341 fran origo.

/ Losning

Tilly?. Vidt = 1 ar & € N(0, 1), och enligt avsnitt 3 ar & + &3 + &2 da y>-fordelad med 3
frinetsgrader. Avstandet ar hogst 0,341 precis nar kvadratsumman ar hogst 0,341

P(4/& +& + & <0,341) = P(x*(3) < 0,1163)

Tabellen. y*-tabellen ger att 3 frihetsgrader har 1 % av massan under 0,115. Vart 0,1163
ligger alldeles ovanfor, sa

i,
P

0,01

Med réaknaren blir det 0,0102.

P& raknaren. x2cdf(0,0.34112,3) , under menu — Statistics — Distributions — x2 Cdf.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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Se aven

e Max och min av stokastiska variabler

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Flerdimensionella fordelningar

e Fordelningsfunktion

e Sfariska koordinater

Resurser

e Wikipedia: Convolution of probability distributionstz

e Wikipedia: Propagation of uncertaintyz — Gauss approximationsformler
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