Hypexgeometrisk fordelning

#matematik #statistik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Binomialfordelning

Den hypergeometriska fordelningen raknar hur manga markerade objekt vi far nar vi drar ett stickprov
utan aterlaggning ur en andlig population. Den &r binomialférdelningens motsvarighet nar

dragningarna paverkar varandra.

1. Sannolikhetsfunktionen

Ur en population pa& N objekt, varav K ar markerade, drar vi n stycken utan aterlaggning. L&t & vara

antalet markerade i dragningen. Da ar

T
P(E:k):u
()
n

Vannman skriver férdelningen med andelen markerade p = K/N i stéllet for antalet, £ €
Hyp(N, n, p),sdatt K = Np.

Kvoten ar ren kombinatorik: namnaren réknar alla méjliga dragningar, taljaren de gynnsamma — valj k
av de markerade och resterande n — k av de omarkerade.

&) Skillnaden mot binomialférdelningen

Utan aterlaggning andras populationen for varje draget objekt, sa férsoken ar varken oberoende
eller likaférdelade. Just darfor duger inte Bin(n, p) har — samma rakning som dragning ur
enurna.
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2. Vantevarde och varians

K)N—n
N N-1

E S Vv S 1-
(f)—”ﬁ, (f)—nﬁ(

Vantevardet ar detsamma som for binomialférdelningen med p = K/N. Variansen skiljer sig med

faktorn % den andliga populationskorrektionen: den ar alltid < 1, sa utan aterlaggning sprider

utfallet mindre. Ar N stor jamfért med n gér faktorn mot 1 och férdelningen mot Bin(n, K/N) —
darfor spelar det i praktiken ingen roll om man drar med eller utan aterlaggning ur en tillrackligt
stor population.

:= Exempel — defekta komponenter i ett stickprov

En lada innehaller 20 komponenter, varav 5 ar defekta. Vi drar 4 stycken utan aterlaggning. Vad ar
sannolikheten att exakt en ar defekt?

¢ Lésning
Setup. N = 20, K = 5 defekta, n = 4 dragna, och vi séker k = 1.

Réakningen.

5. 15
DG 5455 485
P(E=1)= = = ~ 0,470
20 4845 | 969
)

Rimlighetskoll. Vantevardet ar E(§) = 4 - % = 1, alltsa ar exakt en defekt det mest
sannolika utfallet — att det svarar for knappt halften av sannolikhetsmassan stammer.
Binomialapproximationen ger 0,422; att den underskattar ar vantat, eftersom den saknar
populationskorrektionen och darfor sprider ut massan for mycket.

P& raknaren. Fordelningen saknas som funktion: nCx(5,1)*nCx(15,3)/nCx(20,4) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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Hyp(20, 4, 0,25): 4 dras ur 20, varav 5 defekta
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antal defekta x bland de 4

PE =x)

Hela fordelningen i exemplet: masscentrum ligger vid vantevardet 1, och sannolikheten att fa alla fyra

defekta ar nastan noll.

3. Approximationer

Ar urvalet litet jAmfért med populationen spelar det nastan ingen roll att vi drar utan aterlaggning:

Villkox Approximation

n/N <0,1 Hyp(N, n, p) = Bin(n, p)

p+n/N <0,1ochn>10 Hyp(N,n,p) = Po(np)

Poissonapproximationen ar ofta enklast att rakna med eftersom den bara har en parameter och finns
i tabell.

N Vanliga fel

e Anvinda binomialférdelningen for sma populationer. Utan aterlaggning och med n/N >

0,1 andras sannolikheten markbart mellan dragningarna.
N —n
N-1

 Tappa korrektionsfaktorn i variansen. V (&) = np(1 — p); utan faktorn blir

variansen for stor.
e Blandaihopnoch N. N ar populationen, n antalet dragna.
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4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 4, 6vning 4 — Parametrarna i urnan

I enurna ligger 25 kulor, 10 roda och resten svarta. Utan aterlaggning och pa mafa valjs 5 kulor.
L&t & = antalet roda kulor i urvalet. Da ar & hypergeometriskt fordelad. Vilka &r parametrarna?

2 Losning

Populationens storlek ar N = 25, urvalets storlek n = 5, och andelen réda arp = 10/25 =
0,4:

¢ € |Hyp(25, 5, 0,4)

Sannolikheterna ar desamma som raknades i lektion 2, 6vning 1, till exempel P (¢ = 2) ~
0,385.

Facit: N=25,n=5, p =0,4.

:= Lektion 5, 6vning 9 — Stickprov ur ett stort parti

En tillverkningsprocess har felkvoten 0,05. Ur ett parti om 3000 enheter véljs 100 p& mafa. Lat &
= antal defekta bland de 100. Bestam det minsta tréskelvardet k sadant att P (¢ > k) < 0,05.

2 Lésning

Modell. Utan aterlaggning ur ett partimed Np = 3000 - 0,05 = 150 defekta: £ €
Hyp(3000, 100, 0,05).

Approximation 1. n/N = 100/3000 < 0,1, s& £ ~ Bin(100, 0,05) — men den finns inte
i tabellen.

Approximation 2. p + n/N = 0,05 + 0,033 ~ 0,083 < 0,1 ochn > 10, s& £ ® Po(np) =
Po(5). Den ar lattare att rakna med.

Troskeln. Vi sdker minsta k med
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P(E>k) <005 < PE<k) >095

Poissontabellen fér A = 5 ger F(8) ~ 0,932 och F(9) ~ 0,968, alltsa| k = 9|

Tolkning. Det ar mindre an 5 % risk for fler an 9 defekta. Justerar vi processen nar 10 eller
fler av 100 ar defekta sker det i genomsnitt vid mindre an vart tjugonde stickprov, om

processen fungerar som den ska.

Svar i boken (2:a uppl., 3.20): 9. Uppgiften dr atergiven ur det handskrivna [6sningsférslaget,
och svaret stimmer ocksd med det.

Se aven
e Binomialfordelning
e Stokastisk variabel
e Mangdlara
Resurser

e Wikipedia: Hypergeometrisk fordelning
e Wikipedia: Hypergeometric distributionz — utforligare, med harledningar
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