Greens sats

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: MO068M Férkunskaper: Kurvintegraler av vektorfalt, Dubbelintegraler

1. Idén bakom satsen
Det finns tva naturliga satt att mata vad ett vektorfalt F “sor” dver ett omrade D C R?%:

o Langs randen: kurvintegralen fC F - d7 summerar faltets komponent langs C =

0D — cirkulationen.
o Inneiomradet: dubbelintegralen av en lokal “swirl-tathet” Q) /0x — OP /dy

summerar hur mycket faltet snurrar i varje punkt.

Greens sats sager att dessa tva storheter &r samma sak. Det ar 2D-versionen av
Stokes sats.

Grundtanken

Det som hander pa randen kan raknas ut genom att summera nagot lokalt inne i D
— och tvartom. Ett globalt randvarde ar samma sak som en lokal tathet integrerad

dver omradet.
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Greens sats: SGBDF ~dr = .UD(axQ —a,P)dA

1.5 A = randen 4D (motsols)
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2. Satsen

For ett vektorfalt F = (P, Q) som ar C p& en omgivning av D, och en positivt
orienterad styckevis C'-rand C' = 8D:
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¢ Positiv orientering

“Positivt orienterad” betyder att C' traverseras motsols, s& att D ligger till vinster
nar man ror sig langs randen. Vand man riktningen byter bade sidorna tecken
samtidigt — likheten galler fortfarande.

N\ F maste vara definierat overallt i D

Om F har en singularitet inne i D — t.ex. blir oandlig i en punkt — galler satsen inte
direkt. Da maste man skara ut singulariteten, vilket ger en korrektionsterm. Se



Exempel 3.

3. Lokal tolkning — curlen som cirkulationstathet

Varfor ser integranden i hdgerled ut just sa? En kort heuristik: betrakta en mycket liten
rektangel R med hérni (x, y) och sidor Az, Ay. Cirkulationen langs randen OR, taget
motsols, blir efter linjar approximation

]{F-dv‘*: // (8—Q—8—P)AxAy.
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Det ar darfor integranden i Greens sats dr just denna kombination — den mater
cirkulation per ytenhet i punkten.

Bygger man upp D av massor av sma rektanglar och summerar cirkulationen langs allas
rander, sa kancellerar alla inre kanter (varje inre kant traverseras en gang i varje riktning
av tva grannrektanglar). Bara den yttre randen C dverlever, och man far

. - A0 0Q OP
F -dr = ]{ F-d?—>// (———)dA.
fi‘ Z OR p \ Oz Oy

rektanglar

¢) Mnemonic

Tank p& 0Q /0x — OP /Qy som “swirl-tatheten” i en punkt. Greens sats siger:
summa av lokal swirl = total cirkulation kring randen.

4. Kopplingen till curl

P& svenska ar det rot( F') = ”rotationen av F'”

Integranden i hogerled ar exakt l;:-komponenten av curlen 6 X ﬁ’ nar F’ ses som ett
3D-falt (P, Q,0):
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Med F3 = 0 férsvinner i- och 3-komponenterna och kvar blir
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Swirliness ar trademark av Stephan.

VECTOR REVIEW: DIVERGENCE &
CURL OF A VECTOR FIELD
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Greens sats kan darfor skrivas
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vilket ar precis hur 3D-versionen (Stokes sats) ser ut for en plan yta i zy-planet.

5. Specialfall — area

Satt P = —y/2, @ = x/2. D& blir integranden
0Q 0P

or Oy
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sa dubbelintegralen reduceras till arean. Det ger

1
A= Q]Q(wdy—ydm)

dvs. arean av D lases av direkt fran en kurvintegral langs randen.
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:= Exempel — arean av en ellips via Greens sats >

6. Exempel

:= Exempel 1 — verifiera Greens sats for F' = —y;l + 323 >

:= Exempel 2 — nér det dr enklare att ga via Greens sats >

:= Exempel 3 — virvelfaltet, och varfor singulariteten spelar roll >

:= Exempel 4 — polara koordinater >

:= Exempel 5 — triangelomrade, tre ratlinjiga sidor >

7. Strategi

&) Nar ar Greens sats anvandbart?
Anvand Greens sats nar:
o Kurvintegralen ar besvarlig att parametrisera direkt, men 0Q /0x — OP /0y
ar enkel (Exempel 2).

o Omradet D ar geometriskt enkelt sa att dubbelintegralen blir rattfram.
e Duvill rakna en area fran en parametrisering av randen (specialfallet i §5).

Anvand den omvdénda riktningen — kurvintegral istallet for dubbelintegral — nar:



o Dubbelintegralen ser jobbig ut men randen ar enkelt parametriserbar.

Och kontrollera alltid att F' ar C" pa hela D. Singulariteter kraver sarbehandling

(Exempel 3).

8. Sammanfattning
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Resultat

Specialfall val av (P,Q)
Allmént godtyckliga C'*-funktioner
Area P=—y/2, Q=uz/2 A

Cirkulation av rotation P = —y, Q ==«

Lasning

e 17.3 Green’s Theorem in the Plane

Se aven

o Stokes sats

e Gauss sats

o Kurvintegraler av vektorfalt
o Vektorfalt

¢ Divergens och rotation

Resurser

cirkulation = curl-integral

= ; f(zdy — yda)

§ =2-area(D)
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o 3BluelBrown: Divergence and curlez — geometrisk intuition for curl och

Greens sats.
e Khan Academy: Green’s theoreme
o Wikipedia: Green’s theoremrz
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