Gradient och riktningsderivata

#flervariabelanalys #gradient #partiell-derivata

Kapitel: 13.7 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Partiella derivator, Kedjeregeln

1. Gradienten

Gradienten samlar alla partiella derivator for en funktion f : R™ — R ien enda vektor.
Den beskriver hur f férandras i varje koordinatriktning och &r ett centralt verktyg
i flervariabelanalys.

1.1 Definition

For f(x,y, z) definieras gradienten som:
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. fl(wayaz)

V.f: Z_f - f2(33,y,2)
8?‘ f3(33,y,2)
L 92

Notation

\Y f eller gradf

1.2 For funktioner av tva variabler

For f(x,y) férenklas definitionen till:
of
Vi= |9
Oy
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:= Berdkna gradient for f(z,y) = 2 + 3zy >

2. Riktningsderivatan

Partiella derivator mater forandring langs koordinataxlarna. Riktningsderivatan
generaliserar detta — den ger férandringen av f i en valfri riktning .

2.1 Definition och formel

For en enhetsvektor 4 med ||@|| = 1 definieras riktningsderivatan av f i riktningen
U som:

Dif=Vf-a

I\ Riktningsvektorn maste vara normerad

Dy f kraver ||@|| = 1. Om du ges en godtycklig riktning ¥, normera alltid férst:

A

u =

|«

 Glémmer du normeringen skalas svaret av |v|| — en vanlig raknmiss.

pl
2.2 Partiella derivator som specialfall
1
Omu = |0] fas:
0

_9f

Dif=Vf. = 5

= fi

o O =

Riktningsderivatan inkluderar alltsa partiella derivator som specialfall.

= Berakna riktningsderivata for f(x,y) = 2y + y° i riktningen (1,1) >



3. Geometrisk tolkning

3.1 Vilket 4 maximerar D f?

Anvand skalarproduktens definition:
Dayf =Vf-i=|Vf||a|cosd = |Vf|cosh

Eftersom || = 1 beror uttrycket enbart p& vinkeln 6 mellan V f och . Cosinus &r
maximal (= 1) nar @ = 0, dvs nar u pekar i samma riktning som V f.

3.2 Sammanfattning — gradientens egenskaper

Egenskap Beskrivning

6]‘ pekar mot brantaste stigning Riktningen dar f 6kar snabbast

|V || & maximal dndringstakt Storleken pa den snabbaste 6kningen
—6]‘3 pekar mot

Riktningen dar f minskar snabbast
brantaste nedstigning

o Gradienten ar normalvektor
V f L nivayta f = konstant
till nivaytan

&) Geometrisk intuition — berglandskapet

Kom ihag: Gradienten pekar at det brattigast uppfor-hallet. Nivakurvorna
(hojdkurvorna pa en karta) ar alltid L gradienten. Tatt liggande nivakurvor = stor
|V f|| = brant lutning.



Gradienten ar 1 nivakurvorna och pekar mot brantaste stigning

_>/ B \ 6‘0\ \ — n;vékurv;(x.y) =x2+2yl=c

= gradient Vf (riktning)

4

‘= Grad och nivékurva for f(z,y) = Vi +y? o

4. Tangentplan till en nivayta

4.1 Uppstallning
L&t g(x,y, z) = C varaen nivayta och (a, b, ¢) en punkt pa ytan.

Eftersom Vg(a, b, ¢) &r normalvektor till nivaytan i punkten (a, b, ¢) ges
tangentplanet av:

B i a
Vg(a,b,c)- y—bl =0
z—C

4.2 Utskriven form
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gm(a’? b, C)(aj - a) + gy(a7 b, C)(y - b) + gz(a'7 b, C)(Z — C) =0

¢ Jamférelse med tangentplanet till en graf z = f(z,y) >

:= Bestam tangentplanet till 2 + y? + 22 = 14 punkten (1,2,3) >
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2026-04-10 - Forelasning 8 (Riktningsderivata och
Taylorpolynom)

Riktningsderivata
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Syfte: Generalisera partiella derivator till derivata i godtycklig riktning. Partiella
derivator mater forandring langs koordinataxlarna (x, y, 2), men riktningsderivatan ger
forandringen i en helt annan riktning.

. fl(xay7z)
Givet f(z,y,2) : R® — R. Gradienten: V.f = | fa(z, ¥, 2)
fs(

z,Y, 2)
For en enhetsvektor & med ||@|| = 1: Dy f = Vf - 4
Krav ||4|| = 1: Riktningsderivatan méter férédndring per ldngdenhet.
Vilket & maximerar D, 2 Dy f = |V f| cos 6
Maximum nar @ = 0 (dvs @ pekar i samma riktning som ﬁf)
Slutsats:

ﬁf - riktning dar f 6kar snabbast

|V f| » maximal andringstakt

—ef - riktning dar f minskar snabbast

V f ar normalvektor till nivaytan f(x,y,z) = konst

Exempel: f(z,y) = v/ 2% + y?2 (kon). NivAkurvan f = cr cirklar. Gradienten pekar
radiellt utat — vinkelratt mot cirklarna.

Taylorpolynom i flera variabler

Syfte: Approximera funktioner kring en punkt med polynom. Idén ar att reducera till
envariabelfallet via en hjalpfunktion.

L&t d = (a,b), b = (h, k). Definiera: F'(t) = f(@ + th) = f(a + th, b+ tk)
Daar F(0) = f(d@) och F(1) = f(@ + h).

Taylor-expansion av F'(t) kring t = 0 ger Taylorpolynomet fér f kring a: F'(t) =
Vf(a+th)-h
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