Gransvarden och kontinuitet

#flervariabelanalys #gransvarde #kontinuitet

Kapitel: 13.2 - Kurs: M0O068M Forkunskaper: Nivakurvor och ytor, Partiella derivator

1. Avstand i R?

Avstandet mellan punkterna (z, y) och (a, b) i planet definieras som:

(2,y) — (a,0)| = V/(z —a)? + (y — b)?

Detta &r den euklidiska normen och generaliserar den vanliga absolutbeloppet fran
envariabelanalys. Att (z,y) — (a, b) betyder att detta avstédnd g&r mot noll.

2. Gransvarde

21 Definition

L&t f (x, y) vara definierad i en omgivning kring (a, b) (men inte nédvéndigtvis i (a, b) sjalvt).
Visager att

lim x,y) =L
(w,y)%(a,b)f( 2

om f(z, y) kan géras godtyckligt ndra L for alla (z, y) tillrdckligt néra (a, b). Formellt: fér
varjee > Ofinns § > 0 s&dant att

0<\/(:v—a)2—|—(y—b)2<5 — |f(z,y) — L| <e.

2.2 Skillnaden fran envariabelfallet
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| envariabelanalys racker det att kontrollera narmande fran véanster och hoger — tva riktningar. |
R? méaste gransvardet vara detsamma langs alla mojliga kurvor som leder till (a, b). Det finns

oandligt manga sadana vagar.

2 Varfor oandligt manga viagar? >

3. Visa att ett gransvarde inte existerar

3.1 Metod: Olika vagar ger olika varden

Om man kan hitta tva vagar till (a, b) langs vilka f(w, y) narmar sig olika varden, existerar

gransvardet inte.

Standardvagar att prova:

Vag Substitution

Langs x-axeln Sitty = 0,latx — a
Langs y-axeln Sattex = 0,18ty — b
Langs linjeny = @ Satty = x,latz — a

Langs parabelny = 2% Sitty = 22, stz — 0

Langs linjeny = ma Satty = ma,late — 0

I\ Vanlig fallgrop — samma svar langs tva véagar riacker inte

Att f ger samma virde langs tvd valda vagar bevisar inte att gransvardet existerar.

Gransvardet maste vara detsamma langs alla méjliga vagar — oandligt manga.

”»

Slutsats du INTE kan dra: “Langs y = 0 ochy =  fick jag 0 — alltsa &r gransvérdet 0.

Tva vagar kan bara motbevisa existens (om de ger olika svar), aldrig bevisa den.
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)
=1 : . . -y >
Gransvarde som inte existerar: hm(m,y)—>(0,0)

¢'I32+y2

Ty 5

‘= Gransvirde som inte existerar: lim —~(00) 55
(z,y)—(0,0) 22 + o2

:= Gransvarde langs y = mx ger en familj av svar >

4. Visa att ett gransvarde existerar

41 Direktinsattning

Om f &r kontinuerligi (a, b) (se avsnitt 5) kan man sitta in direkt:

lim )f(fc,y) = f(a,b)

(z,y)—=(ab

4.2 Klamlemmati2D

om|f(z,y) — L| < g(z,y) ochg(x,y) — Ondr(x,y) — (a,b),sdar
lim f(z,y) = L.

Vanlig strategi: Uppskatta | f (x, ¥)| med hjalp avr = /&2 + y?2 (poléra koordinater nira
origo) och visa att uttrycket gdr mot noll.

— 2

= . X >
Gransvarde med klamlemmat: hm(x ¥)—(0,0) Ty2
9 9 x y

= >

Polira koordinater: llm(m,y)%(o,o) x2——|—y2
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5. Kontinuitet

5.1 Definition
Funktionen f(x, y) &r kontinuerlig i punkten (a, b) om:

1. f(a, b) &r definierat,
2. lim x, YY) existerar,
(z,y)—(a,b) f@:9)

3. lim f(z,y) = f(a,b).

(z,y)—(a,b)

f kontinuerligi (a,b) <— lim f(z,y) = f(a,b)
(z,y)—(a,b)

5.2 Kontinuerliga funktioner

Alla elementara funktioner (polynom, rationella funktioner, trigonometriska,
exponentialfunktioner, logaritmer) ar kontinuerliga i sina definitionsmangder.

Sammansattningar av kontinuerliga funktioner ar kontinuerliga.

‘= Avgdrom f &r kontinuerligi (0,0) >

:= Avgdr om g &r kontinuerligi (0,0) >

6. Sammanfattning — Tillvagagangssatt

Tillvagagangssatt — steg for steg

Steg 1 — Direktinsattning: Ar f kontinuerligi (a, b)? Satt in direkt.

Steg 2 — Misstanker du att gransvardet INTE existerar? Prova langsy = 0,2 = 0,y = x
Y = x?, Yy = mx. Tva vagar med olika svar = gransvardet existerar inte.



Steg 3 — Tror du att grinsvérdet existerar? Uppskatta | f («, y) — L| uppifrén med ett
uttryck som — 0. Anvand klamlemmat. Poléra koordinater x = r cos 6,y = r sin 6
underlattar ofta nara origo.

Lasning

e 13.2 Limits and Continuity

Se aven

e Nivakurvor och ytor
e Partiella derivator

e Kedjeregeln

Resurser

Videor

o Professor Leonard: Limits of Multivariable Functionsz — grundlig genomgang
med flervagsteknik
¢ Khan Academy: Multivariable limitsz — introduktion med visualiseringar

¢ MIT OpenCourseWare 18.02: Limitsz — forelasningsanteckningar

Interaktiva verktyg

e Desmos 3Dz — visualisera ytor och narmanden langs kurvor

e GeoGebra 3D Calculatorz — utforska gransvarden grafiskt

Wikipedia

e Limit of a function (multivariable)z

e Continuous functionz


file:///opt/buildhome/repo/public/meta/b%C3%B6cker/z.Calculus-A-Complete-Course-10th.pdf#page=726
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Niv%C3%A5kurvor-och-ytor
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Partiella-derivator
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Kedjeregeln
https://www.youtube.com/watch?v=Y0dEcuFP4HY
https://www.youtube.com/watch?v=Y0dEcuFP4HY
https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-derivatives/partial-derivatives/v/partial-derivatives-introduction
https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-derivatives/partial-derivatives/v/partial-derivatives-introduction
https://ocw.mit.edu/courses/18-02sc-multivariable-calculus-fall-2010/
https://ocw.mit.edu/courses/18-02sc-multivariable-calculus-fall-2010/
https://www.desmos.com/3d
https://www.desmos.com/3d
https://www.geogebra.org/3d
https://www.geogebra.org/3d
https://en.wikipedia.org/wiki/Limit_of_a_function#Functions_of_more_than_one_variable
https://en.wikipedia.org/wiki/Limit_of_a_function#Functions_of_more_than_one_variable
https://en.wikipedia.org/wiki/Continuous_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Continuous_function




