Gauss sats

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: MO068M Férkunskaper: Divergens och rotation,
Flodesintegraler, Trippelintegraler

1. Idén — utfléde lika med inre produktion

Gauss sats (dven kallad divergenssatsen) sager nagot oerhort naturligt: hur mycket som
strommar ut genom randen av en volym ar lika med hur mycket som produceras inuti.

Kallor och sankor pa insidan ar det enda som syns pa utsidan.

Grundtanken

V - F mater lokalt om en punkt ar en kdlla (> 0) eller sdnka (< 0). Nar man
summerar over hela volymen ska det som blir dver synas som ett fléde ut genom
ytan. Det ar precis vad satsen sager.

Den binder ihop tre tidigare begrepp:

Lokalt Globalt
divergens V - F trippelintegral fffv V.-FdV

vektorfaltets normalkomponent  flode / F-dS
ov

2. Satsen
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¢) Gauss sats (divergenssatsen)

L&t V vara en begransad volym i R3 med styckvis slat, utatorienterad rand OV .
L&t F'vara ett C''-vektorfalt i en omgivning av V. D&

//Wﬁ’-dg:///VV-F’dV

Den vanstra sidan &r flodet ut genom OV'. Den hégra &r “totala produktionen” av FiV.

Att de ar lika ar en av kalkylens skonaste likheter.

Gauss sats: [[ F-nds= [[[ v-Fav

slutna ytan aVv
s UtAL-flode F

® killa (divF>0)

\
S

[

Y
/4:———*

e

pr

3. Varfor ar detta sant?
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Tank er V uppdelad i manga sma kuber. F6r en enda liten kub &r flodet ut genom dess

sex sidor exakt V - F' ganger kubens volym (det &r definitionen av divergens i gransen).
Nar man nu summerar dver alla kuber:

¢ deinre sidoflodena tar ut varandra — det som lamnar en kub strommar in
i grannen,

« bara de yttre sidoflédena 6verlever — de sitter pad 0V

Summan av sma “lokalt utflode” blir alltsa globalt flode ut, vilket ar exakt vad
satsen pastar.

2 Anlogi

Greens sats ar 2D-versionen — flode ut genom en plan kurva = dubbelintegral av
divergensen. Gauss sats &r samma idé en dimension upp. De ar bada specialfall av
den allmanna Stokes sats for differentialformer.

4. Exempel

—

:= Exempel 1 — F' = 7 6ver valfri volym >
= Exempel 2 — flode av F' = (22, 42, 22) ut ur enhetskub >

:= Exempel 3 — Gauss lag for elektrostatik >

5. Nar ar Gauss sats anvandbar?

& Tre situationer dar satsen verkligen l6nar sig

1. Trippelintegralen ar enkel, ytintegralen kranglig. Ofta ar V - F konstant
eller mycket enkel, sa fffv V - F' dV blir trivial — medan flédet 6ver en
sluten yta med flera slata bitar ar médosamt.



2. Sluten yta saknar en bit. Behéver du flodet genom en 6ppen yta S7? Slut den
med en hjalpbit Sy (t.ex. en plan disk) s& att S; U Ss ar sluten. Anvand Gauss
sats pa den slutna ytan och dra av ®g, — som ofta ar enkelt.

3. Symmetri. Med sfar-, cylinder- eller boxsymmetri kan satsen anvandas
baklanges for att rakna fdltet fran en kand laddningsfordelning — det ar sa
Coulombs lag harleds fran Maxwells ekvationer i fysiken.

6. Antaganden — det fina trycket

o V skavara en begrdnsad volym med en sndll rand (styckvis slat, orienterbar,
inat-/utat-distinktion meningsfull).

« F mastevara C! pa en omgivning av hela V' — inga singulariteter i det inre.
exempel 3 ovan maste man hantera origo separat eftersom E ar singulart dar.

o OV orienteras med yttre normal. Indtorientering byter tecken.

Lasning

e 17.4 The Divergence Theorem in 3-Space

Se aven

» Divergens och rotation
o Flodesintegraler

o Trippelintegraler

o Stokes sats

o Greens sats

Resurser

¢ Khan Academy: Divergence theoremm
e 3BluelBrown: Divergence and curliz — bygger intuitionen.
o Wikipedia: Divergence theoremm
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