Flexrdimensionella fordelningar

#matematik #sannolikhetslara #grundbegrepp

Kurs: SO008M Forkunskaper: Fordelningsfunktion, Funktioner av flera variabler

En flerdimensionell férdelning beskriver tva eller flera stokastiska variabler samtidigt genom en
simultan férdelning. Ur den far vi marginalférdelningarna for varje variabel for sig, men marginalerna

racker inte for att aterskapa simultanférdelningen om variablerna ar beroende.

1. Tvadimensionella stokastiska variabler

En tvadimensionell stokastisk variabel ar ett par (&, 1) av stokastiska variabler som betraktas
tillsammans — en punkt i planet vars koordinater &r slumpmassiga. Ibland skriver vi (&1, &) i stéllet for

(& n).

Vi behover den nar variablerna inte kan antas vara oberoende: utsand och mottagen signal, langd och
vikt hos samma person, tva studenters betyg pd samma tenta. Ar variablerna oberoende récker det att
kanna fordelningarna var for sig; ar de beroende maste vi beskriva dem tillsammans.

Som i det endimensionella fallet skiljer vi mellan diskreta och kontinuerliga fordelningar.

2. Diskret fall: simultan sannolikhetsfunktion

(&, n) ar diskret om bade & och ) ar diskreta. Férdelningen anges med den
simultana sannolikhetsfunktionen

p(x,y)=P(&=x,n=Y)

for de varden (x, y) som paret kan anta, och p(x, y) = 0 annars. Den skrivs ofta som en tabell med X i

raderna och y i kolumnerna.

Sannolikheten att paret hamnar i ett omrade C i planet ar summan av massan dar:
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P(EmEC)= ¥ pxy)
(xy)EC

3. Kontinuerligt fall: simultan frekvensfunktion

Enligt kompendiets definition 1.3 har (&, ) en kontinuerlig tvddimensionell férdelning om det finns

en funktion f(x, y) sddan att fér varje omrade D i planet

P(&mED)=[ f(x,y)dxdy
D

f(x,y) kallas den simultana frekvensfunktionen och uppfyller

00

fxy)=0, [ [ f(xy)dxdy=1
Sannolikhet &r alltsa volym under ytan z = f(x, y), precis som den i en dimension ar area under
frekvensfunktionen. Berakningarna ar dubbelintegraler.

2 Simultan fordelningsfunktion

Oavsett typ bestams fordelningen av F (x,y) = P (€ < X, n <y).Idet kontinuerliga fallet ar
2

0°F
f(X:Y)_ axay

och sedan derivera aterkommer i Icke-linjara funktioner av stokastiska variabler.

. Vianvander den sallan direkt, men idén att forst ta fram en fordelningsfunktion

4. Vantevarden av funktioner

Ar g(x,y) en funktion av tva variabler galler

E(@g(&n) =YY g(xy)plx,y)  respektive  E(g(&,n)) = [[ - g(x,y) f(x,y) dx dy
Xy

Med g(x,y) = x +y foljer tillexempel E(§ + ) = E(&) + E(n) direkt, och med g(x, y) = xy far vi
E(&n) som behovs for kovariansen.
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5. Likformig tvadimensionell férdelning

(&, n) ar likformigt férdelad pa ett omrade K om frekvensfunktionen &r konstant pa K och noll utanfér

(kompendiet, definition 1.4):

1
f(x,y) = {W’ kX

0, annars

dar |K| ararean av K. Fér ett delomrdde A € K blir sannolikheten ett rent areaférhéllande:

P((E,U)EAF%

&) Rita omradet

Med likformig fordelning blir nastan varje uppgift geometri: rita K, rita omradet som handelsen
motsvarar, och rakna areor. Ingen integral behovs.

6. Oberoende

& och n ar oberoende om och endast om den simultana férdelningen ar produkten
av marginalfordelningarna:

p(%,y) =pe(X)pa(y)  respektive  f(x,y) =fe(x)fa(y)  forallax,y

Racker det med ett enda par (x, y) dar likheten inte galler &r variablerna beroende. Omvant: ar § och n
oberoende och kanda var for sig far vi den simultana férdelningen som produkten.

[\ Vanliga fel

f(x,y) som sannolikhet. Frekvensfunktionen kan vara stérre an 1; sannolikhet &r volym

under ytan, inte funktionsvardet.

 Integrerat 6ver hela kvadraten. f ar 0 utanfér omradet, sa integrationsgranserna foljer
omréadet dar f > 0.

e Oberoende pi ett icke-rektangulirt omrade. Ar omradet dar f > 0 inte en rektangel, t.ex.
triangeln 0 < y < x < 1, &r variablerna beroende — dven om f &r konstant och formeln ser
ut att faktorisera.

e Glémt | K |. Likformig fordelning har héjden 1/| K|, inte 1.

pellesmoln.org/koncept/Flerdimensionella-férdelningar - 2026-10-19 3/11


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Marginalf%C3%B6rdelning

S0008M - Flerdimensionella fordelningar

7. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar och
rekommenderas infor tentan. Kompendiet har inget facit, sa varje sddan évning ar lost tva ganger
oberoende av varandra.

‘= Lektion 17, 6vning 3 — Tva oberoende rektangelférdelade variabler
Antag att € och i ar oberoende och rektangelférdelade pa intervallet (0, 1).

a) Bestam den simultana frekvensfunktionen for (&, n7). Vad kallas denna
tvadimensionella férdelning?

b) Handelsen A = {& + n < 1,5} kan skrivas {(&, ) € C} for ett lampligt omréde C i planet.
Vilket? Rita en bild.

c) Berdkna P (¢ +n < 1,5).
d) Berékna P (¢ + 1 < 0,75).

e) Tva personer ska traffas pa en viss plats mellan kl 12.00 och 13.00 och vantar hogst 20
minuter pa varandra. Om de anléander oberoende av varandra vid slumpmassigt valda tider under
timmen, hur stor ar sannolikheten att de traffas?

/ Lésning

a) Oberoende ger produkten av marginalerna, fe(x) = 1 pa (0, 1) och f;(y) = 1 pa (0, 1):

1, 0<x<1,0<y<1
fxy) = ) = { SHE L VRS
, annars

Det &r den likformiga férdelningen pd enhetskvadraten K, med |K| = 1.

b) C = {(x,y) : x +y < 1,5}, halvplanet under linjen y = 1,5 — x. Inom kvadraten ar det
allt utom ett hérn uppe till hoger.
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x+y=15 P=7/8 x+y=<0,75 P=9/32 Ix-yl<1/3 P=5/9

1 1 1
> 0,5 0,5 0,5
0 0 0
0 0,5 1 0 0,5 1 0 0,5 1
X

c) Komplementet inom kvadraten ar triangeln med hérni (0,5; 1), (1; 1) och (1; 0,5), med

kateterna 0,5:
0,5+0,5 1 7
+ < = _ = —_— = —
PE+n<15=1 5 1 3

d) Nu ar omradet sjalv en triangel med kateterna 0,75 (mittenpanelen):

0,75 [ 9

32

P(E+n<0,75) =

e) Mat tiden i timmar efter kl 12: ankomsttiderna & och 1 ar oberoende och R(0, 1), alltsa
likformigt férdelade pd kvadraten. De traffas om |€ — 1| < 1/3, bandet langs diagonalen i
hogra panelen. Utanfor bandet ligger tva trianglar med kateterna 2/3:

1 (2/3)? 4 |5
— <_ = — . — = — —
P([¢ n|_3) 1-2-— 1-3

Facit: @) f(x,y) = 1om0 < x,y < 1, 0annars; b) C = {(x,y) : x+y < 1,5}, ¢) 7/8; d) 9/32
;e)5/9.

:= Kompendiet, 6vning 1.1 — Seminarier och tentamensbetyg

For en universitetskurs fordes statistik 6ver tentamensresultat och narvaro vid tva frivilliga
seminarier. Lat € vara betyget pa tentamen (2 betyder underkant) och n antalet seminarier som

en slumpmassigt vald student har gatt pa. Den simultana sannolikhetsfunktionen p(x, y) ar
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x\y 0 1 2

2 0,18 0,07 0,05
3 0,11 0,16 0,08
4 0,06 0,08 0,11
5 0,02 0,03 0,05

Berdkna sannolikheten att en slumpmassigt vald student gar pa minst ett seminarium och far
betyg 3 eller battre.

/ Losning

Omradet. Handelsen ar {§ > 3, n > 1}: radernax = 3,4, 5 och kolumnernay = 1, 2, alltsa
sex celler i tabellens nedre hégra horn.

Summera massan dar.

P(E>3, n>1)= (0,16 +0,08) + (0,08 + 0,11) + (0,03 + 0,05) = [0,51

Rimlighetskoll. P (¢ > 3) = 0,70 och P(n > 1) = 0,63. Vore variablerna oberoende
skulle svaret bli 0,70 - 0,63 =~ 0,44. Vi far mer, eftersom seminarienarvaro och bra betyg

hanger ihop.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.3 — Tennisboll genom ett nat

En tennisboll med diametern a cm kastas mot ett volleybollnat. Natmaskorna ar kvadratiska med
sidan b > a. Vad &r sannolikheten att bollen gar igenom natet utan att réra ndgon trad? (Vi bortser
fran tradarnas tjocklek.)

¢ Lésning

Modell. Bollens mittpunkt (£, n) hamnar i ndgon maska. Inom den maskan antar vi att
mittpunkten &r likformigt fordelad pa kvadraten K med sidan b, sa | K| = b?.
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Handelsen. Bollen rér ingen trdd om mittpunkten ligger minst en radie, a/2, fran alla fyra
sidor. Det &r en inre kvadrat med sidan b — a:

bollen
P -

/ N

Areaforhallandet.

C-a |- 2y

P(igenom) = 0 b

Rimlighetskoll. a — 0 ger sannolikheten 1 ocha — b ger 0, som sig bor.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.
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‘= Kompendiet, ovning 1.6 — Vilken butik far forsta kunden?

En butik i Stockholm 6ppnar kl 9.00, och tiden tills den forsta kunden kommer in ar
exponentialfordelad med vantevardet 4 minuter. En butik i Umea 6ppnar ocksa kl 9.00, med
exponentialférdelad tid till forsta kunden med vantevardet 7 minuter. Vad ar sannolikheten att
butiken i Stockholm far sin férsta kund fore butiken i Umed?

¢ Lésning

Modell. £ = tiden till férsta kunden i Stockholm, & € Exp(1/4); n =tideniUmed, n €

Exp(1/7). Butikerna paverkar inte varandra, sa & och n ar oberoende och f(x,y) = ie"d“ :

1,17 ¢
ze V" forx,y > 0.

Héndelsen ar omradet {(x,y) : x < y} ovanfér diagonalen. Integrera forst 6ver y fran x till
o, vilket ger P(n > x) = e ¥/:

L__|Zl~0636
11

i
P(€<n):I Ze X/4ex/7dX:
0

N

FNTEN
+
|-

Tolkning. For tva oberoende exponentialférdelningar géller allmant P (§ < 1) = Ag/(Ag +
Ay). Stockholm har den hégre intensiteten (1/4 kund per minut mot 1/7) och vinner
darfor oftare.

Pa raknaren. [((1/4)xer(-x/4)*er(-x/7),x,0,o) ger 7/11 ien Calculator-sida.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.8 — Var ska sjukhuset ligga?

Ett sjukhus ska placeras i ett kvadratiskt samhalle K = {(x,y) : 0 <x <1, 0 <y < 1}, dar

(0, 0) ar sydvastra hornet. Man kan bara fardas parallellt med koordinataxlarna, s& avstandet fran
(0,0) till (x, y) ar x + y. Antalet olyckor 6kar linjart i bade x- och y-led, och platsen for en olycka
har frekvensfunktionen

cxy, 0<x<1,0<y<1
0, annars

f(x,y) =A
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a) Bestam konstanten c.
b) Sjukhuset placeras i (0, 0). Vad &r sannolikheten att ambulansen behéver fardas hogst 0,75?
c) Vad ar den férvantade utryckningsstrackan med sjukhuset i (0, 0)?

d) * Vilken placering minimerar den forvantade utryckningsstrackan?

Z Lésning
a) Totala sannolikheten ska vara 1:

11 1
[ | cxydydx=c:=-
070 2

=4l — c=4

N =
1O

Frekvensfunktionen faktoriserar, 4xy = 2x * 2y, sé olycksplatsens koordinater  och np ar
oberoende, var och en med frekvensfunktionen 2x pa [0, 1].

b) Handelsen &r triangeln {x + y < 0,75} i sydvastra hornet, dar olyckorna &r som glesast:
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1
tatare olyckor
mot nordost
0,75
- 0,5
0,25
x+y=<0,75
0 H
sjukhuset
0,75 0,75—x 0,75 0 754 27

PE+n<075)=[ [ 4xydydx=[  2x(0,75-x)*dx =
0 0 0

512

Triangeln tacker 28 % av kvadratens area men bara 5 % av sannolikheten.

2
c) Vantevardets linjaritet och E(&) = fol X 2xdx = 5:
4
E@+n)=E¢)+EM) =

d) Med sjukhuset i (u, v) ar strackan |€ —u| + | — v|, och de tv& termerna kan minimeras
var for sig. E | € — u| minimeras nar u &r medianen fér & — da ligger lika mycket sannolikhet

pa varje sida, och en liten flytt at nagot hall forlanger lika mycket som den forkortar. Fg(u) =
u? = 1/2 ger
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1
(U, V) - (ﬁ:

1

V2

)

~ (0,71; 0,71)

P& raknaren. b) [(J(4%xxy,y,0,0.75-x),x,0,0.75) ger 27/512.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Se aven

e Marginalférdelning

e Betingad fordelning och betingat vantevarde

e Kovarians
e Korrelation
e Tvadimensionell normalférdelning

e Dubbelintegraler

Resurser

e Khan Academy: Joint distributions
e Wikipedia: Joint probability distributionrz
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