Extremvardesproblem

#matematik  #optimering

Optimering pa kompakta omraden

En kontinuerlig funktion f(, ) p4 ett kompakt omréde K antar alltid bade ett maximum
och ett minimum (Weierstrass sats). Antag att (wo, yo) € K ger det stérsta vardet. D& finns

tva mojligheter:

1. (g, Yo ) dr en inre punkt — dd méaste det vara en kritisk punkt, dvs. f1(xg,yo) = 0
och fo (wo, yo) = 0, eller en singulér punkt dar partialderivatorna inte existerar.
2. (:L‘O, yO) ar en randpunkt — vi maste s6ka separat lings randen O K .

Notis: O-tecknet i O K betecknar randen av ett omrdde — det har ingenting med

partialderivatorna att gora, trots notationen.

Metod

1. Bestam alla kritiska inre punkter: 16s V f = 0, dvs. f1 = 0och fo = O simultant.
2. Bestdm alla singulira inre punkter: punkter i det inre av K dar fi eller f5 inte existerar.
3. Genomsok randen O K : parametrisera varje del av randen och undersok f langs

dessa kurvor.

Jamfor sedan alla kandidatvarden — storst ar maximum, minst ar minimum.

Exempel1
Sok storsta och minsta varde hos f(z,y) = = + 22 + y?pa K : 22 + 92 < 1.

Steg 1 - Kritiska inre punkter:
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2
Kontrollera att (—%) +0% = }1 < 1 —ja, punkten ligger innanfér K.

: sedar £ 1 — 1,1 —_1
Funktlonsvarde.f( 2,0) =—5+;+t0=—3
Steg 2 - Singulira inre punkter: Saknas (f ar ett polynom).
Steg 3 - Randundersokning:

Parametrisera randen 2> + y> = 1 medz = cost,y = sint,t € [0, 27]:

g(t) = cost + cos®t +sin’t = cost + 1

Extrema: g'(t) = —sint =0 == t = Oellert = 7, dvs. punkterna (1, 0) och
(—1,0).

Punkt f-vérde

1 1

(=2,0) 3

(1,0) 2

(_17 0) 0
Svar: Minsta vérdetérf(—%, O) = —i,stb’rsta vardetar f(1,0) = 2.
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Exempel 2

S6k storsta och minsta virde hos f(z,y) =3+ 2 — 2 — ¢’ ps K :0<z <y <1
(triangeln med hérn (0, 0), (0, 1), (1, 1)).

Steg 1 - Kritiska inre punkter:

= fl =1—-2x=0
Vf=0 < — (z,y) = (3, 0)
fo=—2y=0
Punkten (%, O) kraverz < v, dvs.% < 0 — falskt. Punkten ligger utanfér K och kastas bort.

Steg 2 - Singulara inre punkter: Saknas.
Steg 3 - Randundersokning:
Randen OK bestar av tre sidor:

e y1:y = z,x € [0, 1] — diagonalen
e v2:x =0,y € [0, 1] —vinsterkanten
e v3:y = 1,2 € [0,1] —toppen

Y:h(z) = f(z,z) = 3+ — 22°
Wz)=1-4z=0 = z =1, dvs. (3,7)

(3
y2:h(y) = £(0,y) = 3 — y?, avtagande fory > 0.
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y3:h(z) = f(z,1) = 2 + z — 22

Wz)=1-22=0 = z=1, dvs. (},1)
f(3:1) =3
Horn:

HGrn f-vérde

(0,0) 3

(0,1) 2



Horn f-vérde

(1,1) 2

Alla kandidater:

Punkt f-vérde
(1)  §=31%
(3:1)  1=225

w

Svar: Minsta vérdetérf = 2, storsta vérdet'airf(%, %)
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Optimering under bi-vilkor

f(x,y) — max/min, dér (z,y) € K



Bivilkor betyder att man tar med en tva variablig nivakurva i spelet. g(m, y) =0
Exempel

Sk avstdnd mellan origo och den slata nivékurvan y = h(x). Avsatndet 4r v/ 2% + y2, men
vi kan vilja att plocka bort rotticken och rdkna med avstand i kvadrat. f(z,y) = z? +
y?> — minimera under bivilkoret — y — h(z) = 0

déry — h(z) = g(z,y)

Kurvorna f(x,y) = coch g(x,y) = 0 tangerar varandra i den punkt som ger oss

maximum (losningslunkten)

ﬁf = —)\ﬁg parralell och motriktade dar \ &r en skallér och kallas Lagranges
multiplikatormetod multiplikator. Metoden som vi tar oss fram till kallas

Lagranges multiplikatormetod
Man kan infora lagrangefunktionen L(:U, Y, )\) = f(a:, y) + )\g(a:, y)

Det nédvandiga villkoret kan skrivassom Ly = Lo = L3 =0 = fi + Ago = fo +
Age = g = 0 <= V f = — AV stationaritetsvilkor g = 0 = bivilkor

i @

=0
f2 g

omformning (utan ) det[V f Vg| =

Example bestdm punkter en elips (1722 + 12zy + 8y* = 100) som ligger narmast resp,
langst fran origo Man kan se att det ar en elips pga det ar en kvadratisk form som ar

hyperbolisk eller eliptisk. och vi kan skillja pa de gemom att ...
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z? + y?> — min / max under bivilkoret att 1722 +
12zy + 8y? — 100 = 0 = g(x) det nédvandiga villkoret 0 = det[Vf V]

Exempel trevariabeloptimering, Bestdm det storsta och det minsta vardet pa f(:B, Y, z) =

x +y® + zTvingarpasfarenz? +y? + 22 =1

14.2 Exempel 2
Stephen gar igenom steg for steg

Vi gar vidare till Lagranges multiplikatormetod

Illustrationer
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Extremvdrde

Relaterade koncept

topologiska begrapp

Lasning

e 14.1 Extreme Values

e 14.2 Extreme Values on Restricted Domains
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