Exponentialfordelning

#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Kontinuerliga stokastiska variabler

Exponentialférdelningen beskriver vantetiden till nasta handelse i en process dar handelser intraffar
oberoende av varandra och med konstant intensitet. Den ar minneslos: den aterstaende vantetiden
beror inte pa hur lange vi redan har vantat.

1. Frekvensfunktion och férdelningsfunktion

En kontinuerlig stokastisk variabel & ar exponentialférdelad med parameter A > 0, £ € Exp(A), om

frekvensfunktionen ar

fe(x) = Ae ™, x>0

och fg(x) = 0 for x < 0. Integrerar vi far vi fordelningsfunktionen

Fs)=P@E<x)=1-¢e™, x>0

Den behdvs nastan alltid, eftersom sannolikheter for intervall da réknas utan integraler:

PE>0=c?  Pa<fsb=ci-ch

2. Vantevarde och varians

E©=7, V©®==, o=1

X 22’ A

¢ Hirledning av E(&) och V ()

Partiell integration, dar randtermerna forsvinner eftersom xke™ 5 Qnarx — oo
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20 o0

E@)={ xde ™ dx = [—xe_b‘]0 +] i e Mdx =
0 0

2N 002 —Ax _2 —2 —2— =
E(E)—fo X Ae dX—XE(E)—)?: V(E)_)? 2 A

Parametern A ar alltsd en intensitet, antal handelser per tidsenhet, och 1/A &r den genomsnittliga

vantetiden. En komponent med A = 0,005 per timme héller i genomsnitt 200 timmar.
y‘ Kopplingen till Poissonférdelningen

Intraffar handelser med intensiteten A per tidsenhet ar antalet hindelser under en tidsenhet
Poissonférdelat, Po(A), och tiden mellan tva handelser Exp(A). Samma process, tva fragor: hur
mdnga respektive hur ldnge.

3. Minnesloésheten
Fors,t > 0 galler

_P(E>s+p _ e’
PE>s) e

PE>s+t]&>s) =e"=P(E>0

En komponent som redan har fungerat i s timmar har samma chans att klara t timmar till som en helt
ny. Det &r en rimlig modell fér komponenter som inte slits, till exempel elektronik som gar sénder av
slumpmassiga spanningstoppar, men inte for delar som nots.

I\ Vanliga fel

o Parameter eller vintevarde. Exp(A) har vantevardet 1/A. Star det “medellivslangd 200
timmar” ar A = 1/200, inte 200.
e Tro att dldre komponenter dr samre. Minneslésheten ggrP(§ > s+t | E>s)=P(E > 1)

; alder spelar ingen roll i modellen.
o Integreraionddan. P (& > x) = e ™ direkt ur férdelningsfunktionen.
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4. Losta lektionsuppgifter

‘= Lektion 6, 6vning 6 — Sensorn i en digitalkamera (tenta 2005-10-24)

Livslangden & for en typ av sensor i en digitalkamera kan beskrivas av en exponentialférdelning
med A = 0,002, enhet dygn.

a) Vad ar sannolikheten att livslangden understiger 300 dygn?

b) Givet att en sensor hallit i 200 dygn, vad ar sannolikheten att den haller minst 200 dygn till?

¢ Lésning

Modell. £ € Exp(0,002), s8 F¢(x) = 1 — e %0 fr x > 0 och P (& > x) = e 0002,

a) P(§ <300) = 0,45 b) givet £ = 200: minst 200 dygn till
2 2 |
| ..
. | mork / hela skuggade
& s 15 =e % =0,67
o
H
< 1 1
X
05 0,5
0 0
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
livslangd (dygn) livslangd (dygn)

a)

P (& <300) = Fg(300) = 1 — ¢ 092300 = 1 — 706 %10 45

b) “Haller minst 200 dygn till” ar & > 400, givet £ > 200. Eftersom {& > 400} ligger helt
inom {& > 200} ar snittet bara {& > 400}:

P(E=400) _e™ _ o4 1067
P(£>200) 04 ’

P(& =400 | £>200)=

Det & samma som P (& > 200) f6r en ny sensor — minnesldsheten fran avsnitt 3. Att

sensorn redan hallit 200 dygn sager ingenting om hur lange till den haller.
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P& raknaren. a) 1-e~(-0.002%300) , b) er(-0.002x200) .

Facit: a) 0,45, b) 0,67.

:= Lektion 7, 6vning 1 — Programstart
Tiden & (sekunder) det tar for ett visst program att starta har férdelningsfunktionen

x<3

0,
PO pomn y23

Skissa fordelningsfunktionen och bestam
a) sannolikheten att det tar mer an 6 sekunder for programmet att starta,

b) den tid X som programmet startar inom med 90 % sannolikhet.

2 Lbésning

Fordelningen &r en exponentialférdelning med A = 0,2, forskjuten 3 sekunder at héger:

programmet startar aldrig snabbare an pa 3 sekunder.

|
|
|
8 |
ic [
0,4 F(6) = 0,451 l
|
0,2 |
|
0 |
0 5 10 15 20

X (s)

a)
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P(E>6)=1-F(6)=e%3 =% x|0,55

b) Vi stker x med F (x) = 0,9:

1 - e 02(3) = 09 e 02(x-3) — 0,1 & x=3+ ~114,5s

Pa riknaren. b) solve(1-e”(-0.2%(x-3))=0.9,x) .

Facit: a) 0,55, b) 14,5 s.

‘= Lektion 7, dvning 2 — Livslangd hos komponenter

Livslangden & (timmar) for en typ av elektroniska komponenter ar Exp(0,005). Skissa
frekvensfunktionen, markera sannolikheterna nedan i den och berakna dem genom att utga

fran frekvensfunktionen:
a) P (¢ < 150),

b) P (¢ > 300),

c) P(150 < & < 300),
d) P (¢ = 200).

Varfor blir summan av a), b) och c) lika med 1°?

2 Lésning

fe(x) = 0,005 %09 f5r x > 0.
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a)
150
P(E<150)=[ 0,005¢ *%¥gx=1-¢"""»|0,528
0
b)
P(E>300)=[ 0,005e %% dx =e1° ~|0,223
300
c)

P (150 < & <300) = e %7 —e71° »[0,249

d) For en kontinuerlig variabel har varje enskild punkt sannolikheten noll — integralen éver
ett intervall av langd noll:

P (& = 200) = [0]

Summan. a), b) och c) ar disjunkta och tacker tillsammans hela [0, ), s& de maste
summera till 1: 0,528 + 0,223 + 0,249 = 1,000.

P& raknaren. a) 1-e/(-0.005%150) ; med CAS gar det ocksa direki:
[(0.005%e~(-0.005%x) ,x,0,150) .

Facit: a) 0,528, b) 0,223, c) 0,249, d) 0.
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‘= Lektion 7, 6vning 3 — Fyra av tio komponenter haller

Livslangden for en komponent ar som i évning 2, Exp(0,005). Vad &r sannolikheten att bland 10
komponenter exakt 4 har en livslangd som Overstiger 300 timmar? Handelserna att livslangden
overstiger 300 timmar for olika komponenter antas oberoende.

Z Lésning

Ny stokastisk variabel. Lat 1) = antal komponenter av de 10 som haller mer an 300 timmar.
Varje komponent gér det med sannolikheten p = P (§ > 300) = e 1° ~ 0,223, oberoende
av de andra, s € Bin(10, 0,223).

10
P(1=4=(,) 0,223% (1 -0,223)° ~| 0,114

Uppgiften kombinerar en kontinuerlig férdelning, som ger p, med en binomialfordelning
for antalet.

P& raknaren. binomPdf(10,e~(-1.5),4) .

Facit: 0,114.

Se aven

e Kontinuerliga stokastiska variabler
e Poissonfordelning

e Fordelningsfunktion

e Normalfoérdelning

o ffg-fordelning

Resurser

¢ Khan Academy: Continuous random variables
e Wikipedia: Exponentialfordelningez
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