Egenvarden och egenvektorer

#linjar-algebra  #egenvarde #matris

1. Definition av egenvarde och egenvektor

| 3B1B: Eigenvectors and eigenvaluesm

11 Grundidén

N&r vi multiplicerar en vektor Z med en matris A dndras i allménhet bade riktning och
langd. Men ibland finns speciella vektorer vars riktning bevaras — de bara skalas. Dessa

ar egenvektorerna.

Definition: Egenvirde och egenvektor

Lat A varaenn X n-matris. En nollskild vektor Z € IR™ kallas en egenvektor till A om
AZ = \Z

for ndgon skalar \. Skaldren A kallas ett egenvirde till A, och & sigs vara en egenvektor

motsvarande \.

Intuition: Att multiplicera med A gér i allmanhet en komplicerad transformation — rotation,
skjuvning, skalning i olika riktningar. Men langs egenvektorerna gor A bara en enkel skalning
med faktorn \.

I\ Nollvektorn ar aldrig en egenvektor

Kravet Z 0 &r viktigt! Annars vore A0 = X0 uppfyllt for alla A och alla A, vilket ger

meningslos information.
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Daremot kan A = 0 vara ett egenvirde — det betyder att AZ = 0 har en nontrivial

|6sning, dvs. A r singular.

1.2 Geometrisk tolkning

Beroende p& tecknet och storleken pa A sker olika saker med egenvektorn:

Vérde pa A Effekt pa =

A>1 Stricks (samma riktning)
0< A<l Krymps (samma riktning)
A=1 Oférandrad (AZ = 7)
A=0 Skickas till 0

—1 < A< 0 Krympsoch byter riktning
A< —1 Stracks och byter riktning

A=—-1 Byter riktning, samma langd

:= Exempel 1: Verifiera en egenvektor >

:= Exempel 2: Geometriska egenvektorer >

2. Berakna egenvarden: den karakteristiska ekvationen

21 Harledning

Vi sdker A och Z # 0 sadana att AZ = AZ. Skriv om:



AZ=)\Z — AZ - NZ=0 — (M —A)Z=0

For att detta ska ha en nontrivial 6sning (T # 6) krévs att matrisen A\I — A r singular:

f Sats 5.1.1: Karakteristisk ekvation

A &r ett egenvirde till A om och baraom

det(A\ — A) =0

Detta kallas den karakteristiska ekvationen for A.

Varfor A\I — A ochinte A — A\I?B&da fungerarl det(A] — A) = 0 <= det(A4 —
AI') = 0 (de skiljer sig bara med ett tecken (—1)™, som inte péverkar nollstillena). Boken
anvinder A\I — A for att det karakteristiska polynomet ska ha positivt ledande koefficient.

2.2 Det karakteristiska polynomet

Definition: Karakteristiskt polynom

Det karakteristiska polynomet fér en m X m-matris A ar
p(A) = det(A — A)
Det &r ett polynom av grad n i A\, med ledande term \".

Egenvirdena till A &r rétternatillp(A) = 0.

Eftersom ett polynom av grad . har hogst n rotter, har en . X m-matris hogst 1 egenvarden.

2.3 Rakneexempel



:= Exempel 3: Egenvirden for 2 X 2-matris >

‘= Exempel 4: Egenvérden for 3 X 3-matris >

¢) Strategi: Hitta rotter till karakteristiska polynomet

1. Faktorisera direkt om det ar uppenbart

2. Testa heltalsdivisorer till konstanttermen (rationella rotsatsen)

3. Polynomdividera bort kanda rotter for att reducera graden

4. Andragradsfomeln for de aterstaende faktorerna

5.2 X 2-trick: p(A) = A2 — tr(A)\ + det(A) (se 6vning 28 i boken)

3. Triangulara matriser — egenvarden direkt

¢ Sats5.1.2: Egenvarden for trianguldra matriser

Om A ir en trianguldr matris (6vertriangular, undertriangular eller diagonal), sa &r
egenvardena diagonalelementen.

Varfor? Determinanten av en triangular matris ar produkten av diagonalelementen:

det()\I — A) = ()\ — all)()\ — a22) cee ()\ — a,m) =0

:= Exempel 5: Egenvarden for triangular matris >

4, Hitta egenvektorer och egenrum

41 Metod



Nar vi har hittat ett egenvarde A finner vi motsvarande egenvektorer genom att [6sa det

homogena systemet:

(M —A)Z=0

Definition: Egenrum

Egenrummet (eigenspace) motsvarande egenvirdet A r [6sningsrummet till ()\I —

A)z = 0:
E)y =null Al — A) = {Z € R": AZ = \&}
Egenrummet &r ett delrum av R"™. Egenvektorerna till A &r de nollskilda vektorernai Fy.

Koppling till V5L1: Egenrummet Ey &r precis nollrummet fér matrisen AI — A. Vivet redan

hur man hittar baser for nollrum — radreducera och identifiera fria variabler!

4.2 Rakneexempel

‘= Exempel 6: Egenrum for 2 X 2-matris >

:= Exempel 7: Egenrum for 3 X 3-matris (flerdimensionellt egenrum) >

5. Tillvagagangssatt — sammanfattning

¢ Metod: Hitta egenvirden och egenvektorer

Steg 1: Berdkna det karakteristiska polynomet p(A) = det(AI — A).

Steg 2: L6s p(A) = O for att hitta egenvardena.
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Steg 3: For varje egenvirde Ay, 16s (Al — A)Z = 0 (radreduceral) for att hitta en bas
for egenrummet By, .

6. Egenvarden och inverterbarhet

¢ Sats 5.1.4: Egenvarden och inverterbarhet

En kvadratisk matris A ar inverterbar om och baraom A = 0 inte ir ett egenvérde till A.

Varfor? A = O drettegenvirde <= det(0-1 — A) =0 <= det(—A4) =
0 < det(A) =0 <= Aejinverterbar.

Alternativ forklaring: A = 0 egenvirde betyder att AZ = 0Z = 0 har en nontrivial lOsning,
dvs.null(A) # {0}, dvs. A &rsingular.

7. 2 x 2-trick: snabbformel

¢) Snabbformel for 2 X 2-matris

a b
omA = [c d] , sa ar det karakteristiska polynomet:

p(A) = A2 — (@ + d)A + (ad — be)
—— ——
tr(A) det(A)

p(A) = A2 — tr(A)X + det(A)

Egenvardena fas direkt med andragradsfomeln:

\ — tr(A)+ tr(;4)274 det(A)




:= Exempel: Snabbformeln >

e summa av egenvarden = sparet. Kontroll

e Produkt av egenvardena blir determinanten

8. Ekvivalenssatsen — utokning

Vi kan nu lagga till ett nytt villkor till den stora ekvivalenssatsen (jfr V5L1 MO067M):

2/ Sats 5.1.5: Ekvivalenta villkor (utokning)

Om A drenm X m-matris, s3 r féljande ekvivalenta:

(a) A drinverterbar (b) AZ = 0 har bara triviala l6sningen (c) A kan radreduceras till I,
(d) A &r en produkt av elementidrmatriser (e) AZ = b sr konsistent for allag(f) AZ =b
har exakt en [6sning for alla b )det(A) # 0 (h) Kolumnernai A &r linjért oberoende
(i) Radernai A ar linjart oberoende (j) Kolumnerna spanner upp R™ (k) Raderna spanner
upp R () Kolumnerna bildar en bas fér R” (m) Raderna bildar en bas for R™ (n)
rang(A) = n (o) null(A4) = {0} (p) A = 0 &r inte ett egenvirde till A « NYTT

9. Ovningsuppgifter

Berakningsuppgifter

2x2

3x3
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Konceptuella uppgifter

Resurser

Videor

Visuella introduktionen




2 X 2-tricket

e MIT 18.06SC: Eigenvalues and Eigenvectors (Gilbert Strang) z — klassisk forelasning

Interaktiva verktyg

e matrixcalc.orgz — berakna egenvarden och egenvektorer online

Wikipedia

e Eigenvalues and eigenvectors®

¢ Characteristic polynomialz

Fordjupning

e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Eigenvalues and Eigenvectorsr.
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