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Kurs: MO068M Forkunskaper: Bestamd integral och Riemannsummor, Integraler

1. Definition via Riemannsummox

L&t f(x, y) vara definierad pa ett slutet, begransat omrade D C R2.Delaupp Din
delomraden A Ay, med valda punkter (z, Yz )-

Volymelement kan beskrivas som funktionen x arean, och A A kan beskrivas
som AzAy

AV = f(z,y)AA = f(z,y)AzAy

Totala volymen kan beskrivas som en summa av dessa volymelement AV

//D f(z,y)dA = |£|Igozf(w27y2)AAk

k=1

Exempel: for kvadraten 0 < z < 1, 0 < y < 1 kan videlaifyra delkvadrater med
centrum i punkterna nedan och summera f 6ver dem.
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2. Geometrisk tolkning

Tolkning

om f(z,y) > 0pa D ér [, f(z,y) dA volymen av kroppen mellan omrédet D i
zy-planet och ytan z = f(z,y).

Dubbelintegral = volym under z = f(x, y) over D

B ytaz=Af(x,y)
[ omrade D i xy-planet
[ volymelement fdx dy
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Specialfallet f = 1 ger arean av D:

//D 1dA — area(D)



3. Itererade integraler (Fubinis sats)

Over ett rektangulart omrade R = [a, b] X [c, d] giller:

J[ r@wyaa - /ab/cdﬂw,y)dydw - /cd/abﬂw,y)dwdy

¢ x-enkelt vs y-enkelt omrade

o y-enkelt: D = {(w y)\a<a:<b g1(z) <y < go(x)}

[fy £dA = [ fa,y) dy da
o x-enkelt: D = {(:L' y) le<y<d, hi(y) <z < ha(y)}

[[p fdA = ff f(z,y) dz dy

Valj integrationsordning efter hur D ar enklast att beskriva.

4. Rakneregler

o Linjaritet: [[,(af +Bg)dA=o [[, fdA+ B [[,gdA
o Additivitet 6ver omradde: om D = Dy U Dy och Dy N D5 har area noll,

WpfdA=[lp, fdA+ []p, fdA

o Monotoni: f < gpd D = ffodA < fngdA

o Symmetri: om D ar symmetriskt kring 2-axeln och f aruddaiy, ar ffD fdA =
0. Analogt for uddai x.

5. Exempel

:= Exempel 1 - symmetri dver enhetsskivan >

:= Exempel 2 - y-enkelt omrade >



‘= Exempel 3 >

‘= Exempel 4 >

:= Exempel 5 - Polara koordinater >

6. Typiska anvandningar

e Volym under en yta

e Areaavomradeniplanet

e Masscentrum och moment for plattor
e Poléra koordinater nar D ar cirkulart
e Sannolikhetstathet i tva variabler

Lasning

e 15.1 Double Integrals
o 15.2 Tteration of Double Integrals

Se aven

Bestamd integral och Riemannsummor

Variabelbyte i dubbelintegraler

Trippelintegraler

Integraler

Resurser

e Adams & Essex, Calculus, kap. 15.1-15.3
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