Divergens och rotation

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: MO068M Forkunskaper: Vektorfalt, Partiella derivator

Tva fragor om ett flode

Tank dig att vektorfaltet F beskriver hastigheten hos en vatska — vid varje punkt i
rummet finns en pil som sager at vilket hall och hur snabbt vatskan ror sig just dar. Nar
man star med ett sddant falt framfor sig dyker tva fragor upp naturligt:

1. Tar det slut pa vatten ndgonstans? Finns det punkter dar vatska liksom dyker upp
ur tomma luften, eller forsvinner ner i ett dolt avlopp?

2. Snurrar det? Om man stoppar ner en liten skovel i vatskan vid en punkt — borjar
den rotera?

Den forsta fragan svarar divergensen pa. Den andra svarar rotationen pa. Det ar allt.
Resten ar bokforing.

Divergens

Forestall dig en punkt i rummet och en liten boll runt den. Mat hur mycket vatska som
flodar ut genom bollens yta minus hur mycket som flodar in. Krymp sedan bollen ner
mot punkten och titta pa dverskottet per volym. Det talet ar divergensen i punkten:
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o Positiv divergens = en kdlla. Vatska produceras har. Tank en kran, en gnistrande
elektron, en exploderande stjarna.

« Negativ divergens = en sdnka. Vatska forsvinner. Avloppet, det svarta halet, den
absorberande antennen.

» Nolldivergens = lika mycket in som ut. Vatskan bara passerar punkten. Detta
kallas att faltet ar inkompressibelt eller kallfritt.

Lagg marke till att divergensen ar en skalar — en siffra per punkt. Den sdger inget om at
vilket hall nagot hander, bara hur mycket netto-utstrémning det ar.

¢) Den mentala bilden



Satt en osynlig liten badring runt punkten. Rakna pilar som pekar ut, dra bort
pilar som pekar in. Resultatet — normerat mot ringens volym nar den krymper —
ar divergensen.

Exempel som bygger intuition

. F’(:L‘, y,2) = (z,y, z) pekar radiellt utit fran origo, snabbare ju langre ut man
kommer. Har pumpar varje punkt ut vatska: V - F’ = 3. Hela rummet ar en
gigantisk kalla.

e F(z,y,2) = (—y,,0) snurrar runt z-axeln som en virvelstrém. Vatska tar sig
aldrig in eller ut ur en liten boll — den aker bara férbi: V - F = 0.

. ﬁ(m, y,2) = (y, z,0) ser ut som ett sadelmdnster. Trots det &r divergensen 0
overallt: vad som strommar in fran ett hall strommar ut at ett annat.

Rotation




Har ar experimentet: stoppa ner en mikroskopisk skovelhjul (ett paddle wheel) vid en
punkt. Lat vatskan trycka pa skovlarna. Om hjulet bérjar snurra ar rotationen nollskild —
och rotationsvektorn pekar langs hjulets axel, med riktning given av hogerhandsregeln:

rotF’:VxF’:(aR_aQ 8P_8R 3@_313)

oy 0z 0z Oz 0Ox Oy

Det viktiga ar inte formeln utan dess innebdrd: rotationen mater hur faltet vrider sig
kring varje punkt, lokalt. Langden pa vektorn sager hur snabbt skovelhjulet skulle
snurra. Riktningen sager at vilket hall axeln pekar.

¢ Lokal ar lokal

En vatska kan stromma i en stor cirkel utan att rotationen ar nollskild — och
tvartom. Det avgdrande ar inte om vatskan ror sig langs en bojd bana, utan om en
liten skovel skulle vridas runt sin egen mittpunkt.

Exempel som luras

e F(z,y,2) = (—y,,0) snurrar runt z-axeln. En skovel var som helst i faltet
snurrar — i samma takt och &t samma hall. V x F' = (0,0, 2). Hela faltet vrider
sig som en stel kropp.

e F(z,y,2) = (x,y, z) — det radiella faltet — har V x F' = 0. Trots att faltet
“spranger ut” fran origo finns ingen lokal vridning. En skovel bara skjuts utat, den
snurrar inte.

o Mer forradiskt: ett vattenfall som rinner snabbare i mitten an vid kanterna. Vatskan
ror sig rakt nedat overallt, men eftersom flédet ar snabbare i mitten kommer en
skovel nara kanten att borja snurra (den ena sidan trycks hardare an den andra).
Rotation kan finnas aven dar allt ror sig rakt.

Tva oberoende egenskaper

Divergens och rotation mater olika saker. Ett falt kan ha:

Divergens Rotation Exempel

ja nej Elektriskt falt fran en punktladdning



Divergens Rotation Exempel

nej ja Magnetfalt runt en rak ledare
ja ja Allmant stromningsfalt

Ett “snallt” falt — gradient av en
nej nej
harmonisk potential

Det ar inte en slump att tabellens fyra fall alla dyker upp i fysiken. Helmholtz
dekompositionsteorem sager att varje rimligt vektorfalt i R3 kan skrivas som summan
av tva delar: en helt rotationsfri (gradient av en skalar) och en helt divergensfri (rotation
av en vektor). Med andra ord: divergens och rotation ar de tva “primarfargerna” som
vektorfalt malas med.

Vad satsen verkligen sager

Tva integralsatser knyter divergens och rotation till saker man kan méata
genom integration:

e Gauss sats (divergenssatsen): det totala flodet ut genom en sluten yta ar lika med
integralen av divergensen over det innesluta volymen. Bokstavligen: raknar man
kallor inuti, vet man flodet ut.

o Stokes sats: cirkulationen runt en sluten kurva ar lika med integralen av
rotationens normalkomponent dver en yta som spanns av kurvan. Bokstavligen:

raknar man virvlar inuti, vet man cirkulationen runt.

I 2D smalter Stokes sats samman med Greens sats — och rotationen blir bara den ena z
-komponenten.

Det har ar inte djupa fakta i sig sjalva. Det ar definitioner, om man tar dem pa
allvar: divergensen dr netto-flédet ut per volym, och rotationen dr cirkulationen
per area. Formlerna med partiella derivator ar bara vad de blir nar man raknar i

kartesiska koordinater.

Identiteter for grad, div och rot
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Adams samlar de viktigaste sambanden i ett enda teorem (§17.2, Theorem 3). Lat ¢, 1
vara skalarfalt och F’, G vektorfalt, alla tillrackligt deriverbara. Da galler:
Vector differential identities

Forstaordnings-identiteter (varianter av produktregeln)
V(¢$) = ¢V + 9 Vo

V- (¢F) = (V$)-F+¢(V-F)
() V x(¢F)=(Ve) x F+¢(V x

(g V-(VxF)=0 (div curl = 0)
(h) V x(V¢)=0 (curl grad = 0)
i) Vx(VxF)=V(V-F)-V*F (curlcurl = grad div — V?)

Skalardifferentialoperatorn (é’ . V) i (e) och (f) verkar komponentvis:

OF oF OF
(G-V)F = Gi gy + G2 g + G

Laplaceoperatorn definieras for skalarer som V2@ = V - (V@) = ¢pp + dyy + ¢
och for vektorfalt komponentvis: V2F = (ViF, V2F,, V*F3).
¢ De tvd som bar hela maskineriet

Identiteterna (g) och (h) — div curl = 0 och curl grad = 0 — ar de man stoter
pa Overallt:



« Rotationer har ingen divergens. Om faltet redan virvlar runt sd pumpar det
inte ocksa ut vatska. Curlfalt ar kallfria per konstruktion.

o Gradienter har ingen rotation. En potentialfunktion definierar ett falt som
“bara rinner nedat” — det kan inte snurra. Konservativa falt ar just de
rotationsfria (i enkelt sammanhangande omraden).

Tillsammans ar de ryggraden i Maxwells ekvationer och forklaringen till varfor det
inte finns magnetiska monopoler. Identitet (i) ar den som omvandlar Maxwell-
ekvationerna till vagekvationen.

2 Solenoidalt och irrotationellt

Adams ger tva termer som anvands i resten av kapitlet:

« Solenoidalt falt: V - F' = 0. P4 tillrackligt snalla omraden ar ekvivalent:
F =V x G fér ndgon vektorpotential G.
e Irrotationellt falt: V x F' = 0. P& enkelt sammanhangande omraden &r

ekvivalent: F' = V ¢ f6r ndgon skaldrpotential ¢.

Var det dyker upp i fysiken

o Elektriska falt: V - E = p/eo (laddningar ar kallor), V X E ar nollskild bara nar
magnetfaltet forandras.
» Magnetiska falt: V - B = 0 alltid (inga magnetiska monopoler), V X B ges

av stromtatheten.
o Vatskefloden: divergensen ar kalltatheten, rotationen ar virveltatheten.

e Varmeledning: temperaturens gradient ger ett stromningsfalt vars divergens ar

varmeproduktion per volym.

Rakneexempel

:= Exempel 1 — Berakna och tolka divergensen >
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:= Exempel 2 — Rotation i ett skjuvflode >

‘= Exempel 3 — Verifieraatt V - (V X F’) = 0 (identitet g) >

Lasning

e 17.1 Gradient, Divergence, and Curl
e 17.2 Some Identities Involving Grad, Div, and Curl

Se aven

o Vektorfalt

¢ Gradient och riktningsderivata
e Gauss sats

o Stokes sats

e Greens sats

o Flodesintegraler

o Kurvintegraler av vektorfalt

Resurser

e 3BluelBrown: Divergence and curlz — den definitiva visuella forklaringen.
¢ Khan Academy: Divergence
o Wikipedia: Helmholtz decompositionrz
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