Dimension

#linjar-algebra #vektorrum

1. Alla baser har lika manga vektorer

I VAL3 MO067M definierade vi begreppet bas — en linjart oberoende mangd som
spanner upp rummet. En naturlig fraga uppstar: kan olika baser fér samma rum ha olika

antal vektorer?

Svaret ar nej. Detta ar ett av de mest fundamentala resultaten i linjar algebra.

2 Sats: Alla baser har samma storlek

Lat V vara ett vektorrum. Om V har en bas med n vektorer, sa har varje bas for V'

exakt n vektorer.

Bevisidé: Antagatt B = {by,...,b,} ochC = {&,, ..., n} bada ar baser for V.

o Eftersom B ar en bas (spanner upp V) och C' ar linjart oberoende, mastem < n
(fler oberoende vektorer an basvektorer kan inte finnas).
o Eftersom C' &r en bas (spanner upp V') och B ar linjart oberoende, masten < m.

e Alltsam =n. n

&) Varfor ar detta viktigt?

Det betyder att antalet basvektorer ar en egenskap hos rummet, inte hos den
specifika basen vi rakar valja. Detta antal fortjanar ett eget namn — dimensionen.

2. Definition av dimension
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3B1B: Linear combinations, span, and basis vectorsz

Definition: Dimension

LAt V vara ett vektorrum.

e Om V har en bas med n vektorer kallas V' andligtdimensionellt och vi

skriver dim(V') = n.

« 0mV = {0} (bara nollvektorn) definierar vi dim (V") = 0.
o Om V inte kan spannas upp av ett andligt antal vektorer kallas

V oandligtdimensionellt.

Med andra ord: dimensionen av ett vektorrum V' ar antalet vektorer i en (vilken som

helst) bas for V.

3. Dimensioner for vanliga vektorrum

Vektorrum Standaxdbas
R™ {é’l,é’g,...,é’n

P,, (polynom grad <

{1,z,2%...,2"}

n)

M, (@llam X n- Matriser med en etta,
matriser) resten nollor

{0} () (tom mangd)

:= Verifiering av dimensioner >

/A P, har dimension nn + 1, inte n!

Dimension

dim(R") =n
dim(P,) =n+1

dim(M,,xn) =

m-n

dim =0
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M&nga gér misstaget att tro att dim(P,,) = n. Men polynomrummet P,, inneh&ller

2

polynom av grad < n, och basen {1, z, %, ..., 2"} harn + 1 element (glém

inte konstanttermen!).

:= Oandligtdimensionella rum >

4. Centrala satser om dimension

Dimensionen ger oss kraftfulla verktyg for att snabbt avgora fragor om linjart oberoende
och span.

4.1 Dimensionsbegransningar

2 Sats: Ovre grans for oberoende

Om dim(V') = n, sd kan hégst n vektorer i V' vara linjart oberoende.

Ekvivalent: varje mangd med fler &n n vektorer i V' ar automatiskt linjart beroende.

¢ Sats: Undre grins for uppspanning

Om dim(V') = n, sa kravs minst 1 vektorer for att spanna upp V.

Ekvivalent: varje mangd med farre an n vektorer kan inte spanna upp V.

:= Snabbslutsatser med dimension >

4.2 Genvagen: ratt antal vektorer

f Sats: nn vektorer i ett n-dimensionellt rum



L&t dim(V') = noch &t S = {¥1, ..., U, } vara en mangd med exakt n vektorer
i V.Dagaller:

S ar linjart oberoende <= S spanner upp V <= S ar en bas for V
Det racker alltsa att kontrollera ett av villkoren — det andra féljer automatiskt!

Varfor? Om vi har exakt n vektorer i ett n-dimensionellt rum:

e Om de ar oberoende: vi har n oberoende vektorer, och det maximala antalet
oberoende vektorer &r n (basens storlek). Att lagga till fler gor dem beroende, sa
de maste redan spanna upp.

e Om de spanner upp: vi har n vektorer som spanner upp, och det minimala antalet
som spanner upp ar n. Om de vore beroende kunde vi ta bort en och fortfarande
spanna upp med n — 1 vektorer — menn — 1 < m vektorer kan aldrig spanna

upp. Motsagelse!

® Praktisk nytta

Denna sats halverar arbetet! Om du vet dimensionen av rummet och har ratt antal
vektorer behover du bara kontrollera ett av:

e Linjart oberoende (radreducera, kolla pivoter i varje kolumn)
e Spanner upp (radreducera, kolla pivoter i varje rad)

4.3 Plus/minus-satsen

2 Plus/minus-satsen

L&t V vara ett vektorrum med dim(V') = n.

Plus: Om S ar en linjart oberoende mangd i V' som inte spanner upp V, sé finns en
vektor ¥ € V sadan att S U {¥} fortfarande &r linjart oberoende.



Minus: Om S spanner upp V' men inte &r linjart oberoende, séa finns en vektor i .S
som kan tas bort utan att minska spannet.

Intuition: Du kan alltid “bygga upp” till en bas genom att lagga till vektorer (plus), eller
“trimma ner” till en bas genom att ta bort dverflodiga vektorer (minus).

‘= Bygg upp tillen bas >

:= Trimma ner till en bas >

5. Dimension av delxum

/ Sats: Dimensionssats for delrum

Lat W vara ett delrum till ett andligtdimensionellt vektorrum V. Da galler:
1. W ar andligtdimensionellt
2.dim(W) < dim(V)
3.dim(W) =dim(V) <— W=V

Tolkning:

o Ett delrum kan aldrig ha hogre dimension an det omgivande rummet.
e Det enda delrummet med samma dimension som V ar V sjalvt.

‘= Delrum tillR3 >

:= Bestam dimensionen av ett delrum (mojlig tentauppgift) >



Situation

dim(V') = n och du har > n vektorer
dim (V') = n och du har < n vektorer

dim (V') = m och du har exakt

n vektorer

W delrumtill V'

6. Sammanfattning: dimensionsverktyg

Slutsats

Automatiskt linjart beroende
Kan inte spanna upp V'

Oberoende <> spanner upp

<— bas

dim(W) < dim(V)

W delrum till V' med

W=V
dim(W) = dim(V)

7. Beslutstrad

Bestam dimensionen av ett delrxum/span

flowchart TD
A["Givet: W = spanivi, ., Vpt € V"] --> B["Skriv vektorerna som kolumner
B --> C["Radreducera till\ntrappstegsform"]
C --> D["Rakna antalet pivoter"]
D --> E["dim(W) = antal pivoter"]
E --> F{"Behover du en bas?"t
F -- Ja --> G["Valj de ursprungliga vektorer\nsom motsvarar pivotkolumner":
F -- Nej --> H["Klar!"]

Ar mangden en bas? (med dimension)

flowchart TD

A["Givet: $vi, ..., vp} i V med dim(V) = n"] --> B{"p = n?"}

B -- "p < n" --> NOL["INTE EN BAS\nFor fa vektorer — kan inte\nspanna upp
B -- "p >n" --> NO2["INTE EN BAS\nF6r manga vektorer —\nautomatiskt beroei
B -- "p=n" -->C["Kontrollera ETT av:\ne Linjart oberoende\n. Spanner up

C --> D{i"Villkoret\nuppfyllt?"}



D -- Ja --> YES["BAS v\n(det andra villkoret\nféljer automatiskt)"]
D -- Nej --> NO3["INTE EN BAS"]

8. Ovningsuppgifter

Dimensionsuppgifter

Basuppgifter med dimension

R4

Konceptuella uppgifter
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