Differentialekvationer

#envariabelanalys #differentialekvation

Inledning

Det finns ordinara differentialekvationer (ODE) och partiella differentialekvationer
(PDE). I kursen M0066M behandlas endast ODE eftersom partiella har fler variabler, och

detta ar en envariabelkurs.

En ODE ar en ekvation som innehaller en okand funktion och derivator av
denna funktion. Ett exempel fr&n boken: zy" (z) — 3+/zy" (z) + ' (z) +
(Inz)y(z) = 5e**

2 Vad ar en linjir ODE? >
¢/ Vad ar en homogen ODE? >

2 Ordning och grad >

Del I: Forsta oxdningens ODE

Separerbara differentialekvationer

@ Definition: Separabel differentialekvation
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(® SATS: Losning av separerbara differentialekvationer >

¢ Receptbok: Separerbara ODE >

(® SATS: Omformning till separabel >

/\ Vanliga misstag med separerbara ODE >

Homogena differentialekvationer (substitution y =
VL)

@ Definition: Homogen differentialekvation (av forsta ordningen) >

¢ Receptbok: Homogena ODE med substitution y = vx >

v Harledning: Varfor fungerar substitutionen? >
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‘= Exempel:y' =

8 I
_|_
s

v

N 2 2
‘= Exempel: ¢y = w;jy ,z>0 7

‘= Exempelzy =y + /22 + 9%z >0 >

‘= Exempel med begynnelsevillkor: ¢y = 32%;"2, y(l)=2 >



N Vanliga misstag >

Linjara forsta ordningens ODE

(® Definition: Linjar forsta ordningens ODE >

¢ Receptbok: Linjira 1:a ordningens ODE (integrerande faktor) >

/A Vanliga misstag >

Bernoullis ekvation

() Definition: Bernoullis ekvation >

¢ Receptbok: Bernoullis ekvation >

Riktningsfalt och numeriska metoder

2 Riktningsfilt >

@ Isoklinmetoden >



¢) Receptbok: Eulers metod >

2 Forbattrade metoder (6verkurs) >

Del II: Teoxi for linjara ODE av

hogre ordning

Grundlaggande teori

® Allmén form for linjar ODE av ordning n >
(® SATS: Superpositionsprincipen >

() SATS: Linjart oberoende och beroende >
(® SATS: Dimension av lésningsrummet >
(® SATS: Struktur fér inhomogen ODE >

2 Wronskianen (ej obligatorisk i MO066M) >

Del III: Andra oxdningens ODE
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Homogena ODE med konstanta koefficienter

Vildser ODE:ny” + ay’ + by = 0dara, b € R.

¢ Bakgrund: Diskriminanten >

¢ Receptbok: 2:a ordningens homogen ODE med konstanta koefficienter >

v/ Harledning: Ansats och karakteristisk ekvation >

v Harledning: Fall1 (D > 0) — Tva olika reella rétter >

v Harledning: Fall 2 (D < 0) — Komplexa konjugerade rétter >

v Harledning: Fall 3 (D = 0) — Dubbelrot >

2 Fysikalisk tolkning (komplexa rotter) >

Rakneexempel: Homogena ODE

‘= Exempel:y" —y' — 2y =0 >

‘= Exempel: y" +4y +5y =0 >

‘= Exempel:y” +4y =0 >



:= Exempel: y" + 6y +9y =0 >

:= Exempel med IVP: ¢ + 6y’ + 9y = 0,y(0) = —-1,4/'(0) =1 >

:= Exempel med IVP: ¢ + 4y = 0, y(0) = 1,3/(0) = —2 >

Inhomogena ODE med konstanta koefficienter

Vi léser ekvationer av typen: " + ay’ + by = f(z) dar f(x) # 0.

(® SATS: Allmin lsning tillinhomogen ODE >

Metod 1: Obestamda koefficienter

® Nar fungerar ansatsmetoden? >

&) Receptbok: Obestamda koefficienter >

:= Exempel: y" + 3y’ + 2y = 10e** >

= Exempel: y’ — 4y = €>® (RESONANS!) >

‘= Exempel: y” + 4y = cos(2x) (RESONANS med trig!) >

:= Exempel: ¢ +9' — 2y = 2% >



:= Exempel: ¥y’ — 2y’ + y = e” (DUBBELROT + RESONANS!) >

Metod 2: Variation av parametrar

(® Nar anvands variation av parametrar? >

&) Receptbok: Variation av parametrar >

‘= Exempel:y” + y = tanz >

= Exempel: y’ + 4y = sec(2z) >

/N Jamforelse av metoderna >

Reduktion av ordning

¢ Nar anvands reduktion av ordning? >

¢ Receptbok: Reduktion av ordning (typ 1 — saknar g) >

¢ Receptbok: Reduktion av ordning (typ 2 — kéand lésning) >

Eulexrs differentialekvation (Cauchy-Euler)



® Definition: Eulers differentialekvation >

¢ Receptbok: Eulers differentialekvation >
v/ Harledning: Dubbelrotsfallet >

v/ Harledning: Komplexa rotter >

:= Exempel: 22y" — 2zy' —4y =0,z > 0 >
:= Exempel: z2y" +zy +y=0,2 >0 >
= Exempel: z2y" — 3zy' + 4y =0, >0 >

:= Exempel: z%y” + 32y’ + 5y =0,z > 0 >

/\ OBS: Definitionsomrade

i Del IV: Hogre oxrdningens ODE

ODE av ordning n med konstanta koefficienter

@ Allman form >
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De fyra fallen for rotter

() SATS: Losningar frn karakteristiska ekvationens rétter >

v/ Harledning: Fall 1 — Enkel reell rot >

v/ Harledning: Fall 2 — Enkelt komplext rotpar >

v/ Harledning: Fall 3 — Reell rot med multiplicitet m >

v/ Harledning: Fall 4 — Komplext rotpar med multiplicitet m >

¢ Receptbok: Hogre ordningens ODE >

Rakneexempel: Homogena ODE av hogre oxrdning

= Exempel1:y" — ¢ — ¢y +y=0>

= Exempel 2: ¥y — y" — y' + y = €” (inhomogen) >

= Exempel 3: y +2¢y" +y =0 >

= Exempel 4: 4" + 6y” + 11y’ + 6y = e 3% >

:= Exempel 5: ¢y — 6y" + 11y’ —6y =0 >



= Exempel 6: y) —y =0 >
‘= Exempel7:y" +y" —vy' —y=0 >

:= Exempel 8:y" —3y" +3y —y=0 >

Eulers differentialekvation (Cauchy-Euler)

® Definition: Eulers differentialekvation >

¢ Receptbok: Eulers differentialekvation via substitution >

v Harledning: Transformationsformler for derivator >

‘= Exempel 9: 23y" + 3z2%y" + zy’ + 8y = 32Inz,z > 0 >
:= Exempel: z%y” — 22y’ — 4y = 0, = > 0 (kontrollexempel) >
2 Jamforelse: Substitution vs direktansats >

/\ OBS: Definitionsomrade

Del V: Tillampningar



Befolkningsmodeller

(@ Exponentiell tillvixt och avtagande >

¢ Receptbok: Exponentiell tillvaxt/sénderfall >

@ Logistisk tillvaxt >

Newtons avsvalningslag

¢ Receptbok: Newtons avsvalningslag >

Mekaniska svangningar

¢/ Fjider-massa-system >

© Receptbok: Fria svangningar >

@ Resonans >

Elektriska kretsar

2 RLC-kretsar >



Lasning

o Chapter 19 Ordinary Differential Equations
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