Detexrminanter

#linjar-algebra #determinant #matris

Kapitel: 2.1-2.3 - Amne: Linjar algebra Férkunskaper: Matriser,
Linjara ekvationssystem

1. Determinanter — Oversikt

3B1B: The determinant

Determinanter ar definierade for kvadratiska matriser (n X n).

Notation

det(A) = |4

2. Berakning av determinanter

2.1 1 x1 matris

det([a]) = a

2.2 2 X 2 matris

det (‘C‘ Z) — [ad — be

2.3 n X n matris — Kofaktorutveckling

Stryk rad 7 och kolumn 7, ta determinanten av det som blir kvar.
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Minor: M;; = determinanten av (n — 1) X (n — 1) matrisen
Kofaktor:
cij = (1) My

Anvand utveckling efter rad eller kolumn (rekursiv definition):
n
det(A) = Z ayj - C1j
j=1
dar cy; ar kofaktorn.

¢ Teckenmonster for kofaktorer >

¢/ Komplexitet >

3. Utveckling efter rad eller kolumn

Utveckling efter rad 1:
n
det(A) = a11€11 + a12C12 + *** + A1pC1p = Z ai1;5C1j
j=1

Utveckling efter kolumn j:

det(A) = Z a@-jcij
i=1

Sats

Utveckling efter vilken rad eller kolumn som helst ger samma determinant.

:= Berakna determinanten >



:= Valj rad/kolumn med manga nollor >

4. Viktiga satser

Sats Beskrivning

det(A) = det(AT) Determinanten &r samma fér transponatet
Triangular matris det = produkten av diagonalelementen
det(I) =1 Identitetsmatrisens determinant

det(AB) = det(A) - det(B) Multiplikativ egenskap

det(A) # 0 < Ainverterbar  Kriterium for inverterbarhet

Transponat

det(A) = det(AT)

Triangulara matriser

For en triangular matris (6ver- eller undertriangular) ar determinanten produkten
av diagonalelementen.

Linjaritet
Determinanten ar linjar i varje rad och kolumn:

o Homogen: det(kA) = k" det(A) férn x n matris
o Additiv i varje rad/kolumn separat

5. Effekt av radoperationer



Operation Effekt pa det

Byta plats pa tva rader det — — det

Multiplicera rad med k det — k - det

Addera multipel av rad tillannan  det of6érandrad

Konsekvens

Om tva rader (eller kolumner) ar:

o Lika:det(A4) =0
« Multiplar av varandra: det(A4) = 0

6. Tva metoder for att beridkna determinant

1. Utveckling efter rad/kolumn — Valj rad/kolumn med manga nollor
2. Gausseliminera till triangular form — Ta produkten av diagonalen

:= Berakna med elementara matriser >
Berakna determinant med Gausselimination
Metod: Reducera till triangular form och ta produkten av diagonalen.

= Exempel >

7. Singulara matriser

Definition: En matris ar singular om den ej ar inverterbar.

A singulir <= det(A) =0



8. Cramers regel

| 3B1B: Cramer’s rule, explained geometricallyz

8.1 Lemma

Om AB arinverterbar s ar bdde A och B inverterbara.

8.2 Cramers regel

For systemet AZ = b med det(A) # 0:

_ det(4;(b))
T T det(A)

dar A; (b) ar matrisen A med kolumn j ersatt av b.

Se aven

¢ Linjara ekvationssystem
e Matriser
e Cramers regel

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: The determinant (kap 6) 2 — geometrisk tolkning av determinanten
som area/volym

o 3BluelBrown: Cramer’s rule, explained geometrically (kap 12)z — visuell
forklaring av Cramers regel

e 3BluelBrown: Inverse matrices, column space and null space (kap 7) &z —
singulara matriser och det = 0
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Interaktiva verktyg

o matrixcalc.org: Determinant Calculatorz — berdkna med visade steg
o Falstad: Matrix Simulationz — se hur determinanten forandras

¢ Desmos Matrix Calculatorz

e matrixcalc.orgz — berakna determinanter online

Wikipedia

e Determinantz
e Cramer’s rulem
o Cofactor expansiontz

Foxdjupning

o Immersive Linear Algebra — Chapter 7: Determinantsz — interaktiv 3D-bok
e MIT 18.06SC: Properties of Determinantsz
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