Centrala gransvardessatsen

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Férkunskaper: Medelvardets fordelning

Centrala gransvardessatsen sager att summan av manga oberoende, likaférdelade stokastiska
variabler ar approximativt normalférdelad, oavsett hur de enskilda variablerna ar férdelade. Det
forklarar varfor normalférdelningen dyker upp sa ofta, och gér den anvandbar aven nar
grundférdelningen ar okand.

1. Satsen

Lat &1, &, ... vara oberoende och likaférdelade med véantevarde p och standardavvikelse 0. Da galler
for stora n approximativt

S & ~ Ny, ov/), éwNm;%)

i=1

Vantevardet och standardavvikelsen ar exakt desamma som i medelvardets fordelning — det enda
satsen tillfor ar formen: den blir normal, vilken férdelning &; an har.

2 Exakt eller approximativt

Ar &; sjalva normalférdelade ar summan exakt normalférdelad for varje n, se Summor av
normalfordelade stokastiska variabler. Centrala gransvardessatsen behdvs nar de inte ar det, och

ger da en approximation som blir battre ju stérre n ar.
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2. Hur stort maste n vara?

Det beror pa hur olik normalférdelningen grundférdelningen ar. Summerar vi exponentialférdelade

variabler, som ar kraftigt skeva, syns fortfarande skevheten vid n = 5, men vid n = 30 &r summan
nastan omojlig att skilja fran normalkurvan:

Summan av n oberoende Exp(1): exakt fordelning (fylld) mot N(n, vn) (streckad)

n=1 n=2

0 2 4 0O 2 4 6 8 O 5 10 15 10 20 30 40 50

For en symmetrisk grundfordelning racker betydligt mindre n.

¢) Kann igen situationen

Signalen i en uppgift ar en summa eller ett medelvarde av manga oberoende bidrag — antal bilar
i 1000 hushall, totalvikten av 100 férpackningar, positionen efter 600 slumpsteg. Skriv da
storheten som Y’ &;, bestam E(&;) och V (&;), och anvand satsen.

Ett viktigt specialfall &r nar & bara antar vardena 0 och 1: d& &r summan binomialférdelad, och satsen
ger normalapproximationen av binomialférdelningen.

/\ Vanliga fel

e Satsen giller summan, inte varje term. De enskilda ¢; blir inte normalférdelade; det &r
Y & och é som blir approximativt normalférdelade.

e Glomma kraven. Termerna ska vara oberoende och likaférdelade med andlig varians, och
n tillrackligt stort.

 Halvkorrektion for heltalsvariabler. Approximeras en diskret summa med N (4, 0) raknas
P (& < k) som ®((k + 0,5 — p)/0); se Normalapproximation.
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3. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 10, 6vning 5 — Slumpvandring i 10 minuter

En partikel startar pa talet 0 och hoppar varje sekund ett steg, i negativ eller positiv riktning med
sannolikheten 0,5 vardera. Berdkna sannolikheten att partikeln efter 10 minuter befinner sig i
spannet fran —50 till 50.

2 Lésning
Som summa av steg. Lat & = hoppetisekund k, k = 1, ..., 600. Hoppen &r oberoende och
E(&)=1-05+(-1)"05=0, V(&) =1*-05+(-1)*:05-0"=1

Positionen efter 600 sekunder ar § = &; + «++ + &gop. Enligt centrala gransvardessatsen

ar approximativt
= N(0, v600) = N(0; 24,49)

Sannolikheten.

50 50
)~ O(=
24,49 24,49

P(-50 < & < 50) ~ dx( ) = 2d(2,04) — 1 ~[0,959

Alternativ vag. Lat ) = antal steg i positiv riktning, n € Bin(600, 0,5),sdatt =n —
(600 — ) = 21 — 600. D& & E(E) = 2 - 300 — 600 = 0 och V' (§) = 4 - 150 = 600,
samma fordelning som ovan.

P& raknaren. normCdf (-50,50,0,V(600)) . Den exakta sannolikheten gar ocksa att fa,
eftersom =50 < & < 50 betyder 276 < n < 324: binomCd£f(600,0.5,276,324) ger 0,954 —

approximationen ar god.

Facit: 0,9586. Stimmer med det handskrivna l6sningsforslaget.
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Se aven

e Medelvardets fordelning

e Summor av normalfordelade stokastiska variabler
¢ Normalapproximation

e Normalfordelning

e Statistisk inferens

Resurser

e 3BluelBrown: But what is the Central Limit Theorem?wz — visar hur summor av vilken fordelning

som helst blir klockformade
e Wikipedia: Centrala gransvardessatsen
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