Binomialfordelning

#matematik #statistik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Forkunskaper: Stokastisk variabel, Oberoende upprepningar

Binomialférdelningen raknar hur manga av n oberoende férsok som lyckas, nar varje forsok lyckas med
samma sannolikhet p. Den ar kursens vanligaste diskreta fordelning och grunden fér bade Poisson-
och normalapproximationen.

1. Sannolikhetsfunktionen

Upprepa samma férsok n ganger, oberoende av varandra, dar varje forsok antingen lyckas (sannolikhet
p) eller misslyckas. Lat £ vara antalet lyckade forsék. D& ar & binomialférdelad, ¢ € Bin(n, p), med

_ 1y Nk n—k _
P(E—k)—(k)p a1-p", k=0,1,...,n

De tre faktorerna sager var sin sak:

o pk — de k férs6k som lyckas. Oberoende, alltsa multiplicerat.

e (1-p)"*—den —ksom misslyckas.

o (;) —antalet satt att vélja vilka av de n forsoken som ar de lyckade. Utan den raknar vi bara en
enda specifik ordningsfoljd.

&) Fyra villkor maste halla

1. Fixt n — antalet forsok bestams i forvag, inte av utfallet.
2. Tva utfall per forsok — lyckat eller inte.

3.Samma p i alla forsok.

4. Oberoende forsok.

Faller nagot av dem ar det inte en binomialférdelning. Dragning utan aterlaggning bryter mot bade
3 och4.
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2. Vantevarde och varians

E()=np, V(&) =np(l-p)

Bada foljer direkt ur att £ ar en summa av n oberoende Bernoullivariabler { = 1 + *++ + 1, dar varje
ni ar 1 vid lyckat forsék och 0 annars. Eftersom E(n;) = p och V(i) = p(1 — p) ger vantevérdets
linjaritet och variansens additivitet vid oberoende resultatet med n termer.

Variansen ar som storst vid p = 1/2 och krymper mot noll nar p narmar sig 0 eller 1 — vilket &r rimligt,
for da ar utfallet nastan givet pa forhand.

= Exempel — exakt tva sexor pa fem tarningskast

Vi kastar en rattvis sexsidig tarning fem ganger. Vad ar sannolikheten att exakt tva av kasten ger
en sexa?

Z Lésning

Setup. “Lyckat” = sexa, alltsa p = %, n =5, och vi soker k = 2. Kasten ar oberoende och p
ardensammaiialla, s £ € Bin(5, %).

Rakningen.

2 3
PE=2=0)) C) =10 = - 2|

= =2 = 22|~ 0,161
36 216 | 3888

Rimlighetskoll. Vantevardet ar E(§) = 5 - % ~ 0,83 sexor. Tva sexor ligger alltsé 6ver det

férvantade men bara drygt en standardavvikelse bort, eftersomo = 4/5 * é : % ~ (,83. Att
det landar pa ungefar 16 % ar darfor rimligt — ovanligt, men langt ifran osannolikt.

PA raknaren. binomPdf(5,1/6,2) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende lGsningar stimmer dverens.
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Bin(5, 1/6): tarningsexemplet 0.95 Bin(20, p): p flyttar massan
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Till vanster syns tarningsexemplet: massan ligger vid k = 0 och k = 1, precis som véantevardet 0,83
antyder. Till hoger flyttar p tyngdpunkten i sidled, och staplarna &r som bredast vid p = 1/2 — samma
sak som att variansen np(1 — p) maximeras dar.

3. Slaktingar och gransfall

Binomialfordelningen sitter mitt i ett nat av andra fordelningar, och det ar ofta enklare att rakna
med grannarna:

Situation Vad som hdnder

n=1 Fordelningen reduceras till en Bernoulliférdelning Be(p)
p<0,lochn>10 Poissonapproximation Po(np)

np(1-p) =10 Normalapproximation N (np, m) — se normalférdelningen

Dragning utan aterlaggning  Hypergeometrisk fordelning i stéllet — forsdken &r inte oberoende

2 Beteckning

Kursen skriver £ € Bin(n, p) med &, som Vannman. I annan litteratur ar § ~
Bin(n, p) vanligare.

¢) Varfor normalapproximationen dyker upp

Eftersom & &r en summa av manga oberoende likaférdelade termer ar centrala
gransvardessatsen tillamplig. Det ar samma mekanism som gor normalfordelningen till
standardsvar 6verallt annars.
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/\ Vanliga fel

e Dragning utan aterliggning ir inte binomisk. Andras sannolikheten mellan férséken ar
det hypergeometrisk férdelning.

 Glémma binomialkoefficienten. P (§ = k) = Z)pk(l — p)"; utan () far man
sannolikheten for en bestamd ordning.

e Felgransi binomCdf. binomCdf(n,p,a,b) ger P(a < & < b) med bada granserna
inraknade; “fler an 3” borjar pa 4.

4. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 4, 6vning 1 och 3 — Samtidiga databassokningar

I ett rum star 5 datorer uppkopplade mot en server. Under 20 % av tiden gér var och en sékningar
i en databas, oberoende av varandra. Vad ar sannolikheten att det vid en given tidpunkt pagar

a) exakt 2 s6kningar samtidigt,
b) minst 2 s6kningar samtidigt?

Vilken férdelning har & = antalet samtidiga sékningar, och med vilka parametrar?

2 Lésning

Modell. Fem oberoende datorer, var och en séker med sannolikheten 0,2. Antalet som sdker
ar darfor binomialférdelat: & € Bin(5, 0,2), med parametrarnan = 5och p = 0,2.

a)

PE=2)= (;) 0,220,8% =10 0,04 - 0,512 ={0,2048

b) Via komplementet “hogst 1”:

P(>2)=1-P(E=0)-P(=1)=1-08-5-02"0,8"=1-0,32768 - 0,4096
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P& raknaren. binomPdf(5,0.2,2) respektive binomCdf(5,0.2,2,5) .

Facit: a) 0,2048, b) 0,2627; £ € Bin(5, 0,2).

:= Lektion 4, 6vning 10 — Slumpvandring

En partikel utfér slumpvandring pa heltalen: den startar pa talet 0 och hoppar varje sekund ett
steg, i negativ eller positiv riktning med sannolikheten 0,5 vardera. Vad ar sannolikheten att
partikeln efter 10 sekunder befinner sig pa talet 2?

J Losning

Oversitt till antal steg. L&t 1) = antal steg i positiv riktning av de 10. Positionen efter 10 steg
arn — (10 — n) = 2n — 10. Att hamna pa 2 betyder 2n — 10 = 2, alltsd n = 6.

Fordelning. Stegen ar oberoende med samma sannolikhet 0,5 fér positivt steg, san €
Bin(10, 0,5).

210
~ 10,205

10 10
P(U:6)2(6)0,5 :m"’

Rimlighetskoll. Paritet: efter ett jamnt antal steg star partikeln alltid pa ett jamnt tal, sa talet
2 ar nabart. Ett udda tal hade gett sannolikheten 0.

Facit: 0,205.

Se aven

e Stokastisk variabel

e Hypergeometrisk fordelning
e Poissonfordelning

e Normalfordelning

e Talfoljder och summor

e Mangdlara
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Resurser

e 3BluelBrown: Binomial distributionsz — bygger upp férdelningen fran grunden, med bra
intuition for binomialkoefficienten

e Khan Academy: Binomial random variablesm

e Wikipedia: Binomialfordelningm
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