Betingad sannolikhet

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Sannolikhetsmatt

Betingad sannolikhet &r sannolikheten for en handelse givet att en annan redan har intraffat, P (A |
B) = P(A n B)/P(B). Betingningen innebar att vi krymper utfallsrummet till det som &r férenligt med

den givna informationen.

1. Att krympa utfallsrummet

Tva personer kastar en tarning tva ganger var. Lat A vara att tarningssumman blir stérre an 8 och B att
forsta kastet blir 5. Av de 36 lika sannolika utfallen ger 10 handelsen A, sa P (A) = 10/36.

Far vi veta att forsta kastet blev 5 ar bara de 6 utfallen i B langre mojliga. Av dem ger 3 handelsen A,
och sannolikheten blir 3/6. Vi har raknat som om B vore hela utfallsrummet.
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® A:summa > 8 (10 av 36)
I B: forsta kastet 5 (3 av 6 ligger i A)
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I masstolkningen blir samma sak

massan pa den del av A som ligger i B _P(AnB)

P(A| B)=
1B massan pa B P(B)

2. Definitionen

Definition 2.4. Med den betingade sannolikheten P (A | B) fér handelsen A givet handelsen
B menas

P(An B)

PA1B)= =0

¢ Forutsittning

Definitionen kraver P (B) > 0. Det gar inte att betinga pa nagot som aldrig intraffar.
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P (- | B) uppfyller sjalv alla egenskaper hos ett sannolikhetsmatt. Komplementregeln och
additionssatsen galler darfér ocksa betingat, till exempel P (A | B) =1-P(A | B).

/A P(A | B)arinte P(B | A)

Taljaren ar densamma, P (A n B), men namnarna skiljer sig. Sannolikheten att en skadad person

ar man ar nagot helt annat an sannolikheten att en man skadas.

3. Multiplikationsformeln

Definitionen skriven baklanges ger snittets sannolikhet:

P(AnB)=P(B)P(A | B)=P(A)P(B | A)

Den anvands nar det ar latt att tdnka sig forsoket i tva steg. Valjer vi tva dosor ur en forpackning med 5,
varav 3 har trasig knapp, ar sannolikheten att den forsta fungerar 2/5, och givet det ar sannolikheten
att aven den andra fungerar 1/4:

P (bada fungerar) = =0,1

(G2
N

Det ar precis vad ett traddiagram gor: sannolikheterna langs en gren multipliceras, och varje
sannolikhet efter forsta nivan ar betingad pa grenen fram till dit.

Med flera steg upprepas formeln och ger Lagen om total sannolikhet och Bayes sats.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 2, 6vning 4 och 5 (Vinnman 2.18) — Malm frén jarnverket
Vid ett jarnverk tas prover pa den inkommande malmen. Lat
A = Fe-halten ar st6rre an 66,5 %,
B = SiO2-halten ar mindre an 4,0 %.

Ur ett stort antal prover tar vi P (A) = 0,32, P(B) = 0,54 och P (A n B) = 0,23.
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Ovning 4. I ett nyligen analyserat prov vet vi att SiO2-halten &r mindre &n 4 %. Hur stor ar d&
sannolikheten att Fe-halten ar stérre &n 66,5 %? Skriv sannolikheten med formell beteckning.

Ovning 5. Bestdam den betingade sannolikheten fér B givet A och jamfér med &vning 4.

¢ Lésning
Ovning 4. Vi vet att B har intraffat och séker P (A | B):

P(AnB) 023

PA|B)= 5 = g~ [053
Ovning 5. Nu ar det A som ar given:
P(AnB 2
pB | a=2A0B)_023 o
P@A) 0,32

Jamforelse. Samma taljare, olika nAmnare. Eftersom A &r ovanligare &n B blir P (B | A)
storre: bland prover med hog Fe-halt har de flesta lag SiO2-halt, men bland prover

med lag SiO2-halt ar det farre an halften som har hog Fe-halt. Bada ar storre &n de
obetingade P (A) = 0,32 och P (B) = 0,54, sa de tva egenskaperna tenderar att
férekomma tillsammans.

Facit (6vning 5): 0,72. Svar i boken (2:a uppl., 2.18): 0,43.

:= Lektion 2, 6vning 9 — Tomas tva barn

Du stéter pa en gammal bekant, Tomas, som berattar att han har tva barn. Nar ni skiljs at sager
han: “Nu ska jag ga och hamta Anna pa dagis.” Vad ar sannolikheten att Tomas andra barn ar
en pojke?

J Lésning

Utfallsrum. De tva barnens kén: Q = {FF, FP, PF, PP}, dar vi antar att vart och ett av
de fyra utfallen har sannolikhet 1/4.
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Handelser. Vi vet att minst ett barn ar en flicka: A = {FF, FP, PF }.Visoker
sannolikheten att det finns en pojke, alltsa ett barn av vardera kén: B = {FP, PF}.

FF

A = minst en flicka

(de tre inramade)
1/4

2P A n B =enavvarje

(fyllda): 2 av 3
1/4

aldsta barnet forst: F = flicka, P = pojke

PBlA_P(AnB)_%_g
( )= P(A) 34 |3

Samma sak direkt ur utfallsrummet: av de tre utfall som ar férenliga med informationen
innehaller tva en pojke.

Facit: 2/3. Stimmer med det handskrivna l6sningsforslaget.

:= Lektion 2, 6vning 10 — Bil-get-problemet

I ett TV-program far du vélja en av tre dorrar. Bakom tva stér en get och bakom den tredje en bil,
som blir din om du valjer ratt dorr. Du pekar pa en dorr. Programledaren 6ppnar en av de tva
andra, och dar star en get. Du erbjuds att byta dorr. Ska du byta?

 Lbésning

Byt dorr.
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Den som haller fast vid sitt forsta val vinner bara om den valde bild6rren fran bérjan, vilket
har sannolikheten 1/3. Programledarens dorroppning andrar inte pa det.

Den som byter vinner om den fran bérjan valde en getdorr, vilket har sannolikheten 2/3.
Programledaren maste namligen 6ppna den andra getdérren, sa den kvarvarande stangda
dorren déljer da bilen.

2 1
P (vinst | byter) = = P (vinst | byter inte) = 3

Facit: byta dérr, med samma motivering.

Se aven

e Sannolikhetsmatt

e lLagen om total sannolikhet
e Bayes sats

e Oberoende handelser

e Multiplikationsprincipen

Resurser

e 3BluelBrown: Bayes theorem, the geometry of changing beliefsz — betingning som att krympa

omradet man tittar pa
e Khan Academy: Conditional probabilityt
e Wikipedia: Betingad sannolikhetrz
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