Betingad fordelning och betingat
vantevarde

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Foérkunskaper: Marginalfordelning, Betingad sannolikhet

Den betingade fordelningen for & givet = y ar fordelningen for & nar vi vet vardet pa n. Den fas
genom att normera ett tvarsnitt av den simultana fordelningen, och dess vantevarde — det betingade
vantevardet — &r den basta prognosen for € givet informationen.

1. Ett tvarsnitt som normeras

Ar tv& variabler beroende ger vardet pa den ena ny information om vilka varden pa den andra som &r
troliga — precis som for betingade sannolikheter mellan handelser. I en simultan tabell betyder “givet
n = y” att vi bara tittar pa kolumnen y. Kolumnens varden summerar till p,(y), inte till 1, s& vi delar
med kolumnsumman.

Definition 1.9 (kompendiet). Den betingade férdelningen for & givet 1 = y ges i det diskreta fallet
av sannolikhetsfunktionen

perr () = PEY)
&ln=y pn(y)

och i det kontinuerliga fallet av frekvensfunktionen

feln=y(x) = % : ) :f_oo f(x,y) dx

Namnaren ar marginalférdelningen for den variabel vi betingar pa.
¢/ Oberoende variabler

Ar € och ) oberoende ar p(x, y) = pe(X) pp(y), och den betingade férdelningen blir sasmma som
marginalférdelningen for §. Informationen om n) andrar ingenting.
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2. Betingat vantevarde

Definition 1.12 (kompendiet). Vantevardet i den betingade fordelningen for & givet 1 = y kallas det
betingade vantevardet och betecknas E(& | n = y):

00

E@€ | n=y)=Lxpgp () respektive  E(§[n=y) =] Xfgpm()dx

X

P4 samma satt far vi den betingade variansen och standardavvikelsen, som mater hur osékra vi

fortfarande ar om & nar n ar kand.
¢) Basta prognosen

Vintevardet p ar den prognos ¢ for € som minimerar det forvantade kvadratiska felet E((€ — ¢)?)
(beviset ar kompendiets 6vning 1.12 nedan). P4 samma sitt ar E(E | n = y) den basta

prognosen for & givet att n = y, i minsta-kvadrat-mening.

3. Lagen om totalt vantevarde

Byter viy mot i E(& | n = y) far vi en stokastisk variabel, E(¢ | n) = g(n)darg(y) =E(& | n =
y)-

Lagen om totalt vantevarde (kompendiet, sats 1.13).

E@) =EEE | n)

Det ar lagen om total sannolikhet for vantevarden: rakna vantevardet fall for fall och vag ihop fallen.
Satsen galler oavsett om variablerna ar diskreta, kontinuerliga eller en av varije.

¢) Nar satsen anvinds

Nar & &r svar att beskriva direkt men blir enkel om vi vet vardet pa . Kommer 1 kunder till en
affar och var och en képer mjélk med sannolikheten 0,2 ar E(¢ | 1) = 0,21, och satsen ger
E(&) = 0,2 E(n) utan att vi ndgonsin tar fram férdelningen for €.

Tillimpad p& en indikatorvariabel fér en handelse A blir satsen P(A) = [ P(A | n = y)f,(y) dy,
anvindbar nar P (A | n = y) ar latt att rakna.
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4. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 17, 6vning 1b—f — Majas betyg givet Joels

Samma tabell som i Marginalférdelning: & = Joels betyg, n = Majas betyg, med

x\y 3

3 0,31
4 0,02
5 0,01
pn(y) 0,34

Utan villkor &r E() = 3,96 och g, = 0,799.

0,11

0,22

0,03

0,36

0,05

0,12

0,13

0,30

pe(X)
0,47
0,36

0,17

b) Joel skriver tentan férst och Maja far veta att han fick betyg 3. Berakna den betingade

férdelningen for Majas betyg.

c) Skissa Majas fordelning fore och efter beskedet. Vad har hant med vantevardet

och spridningen?

d) Berakna vantevarde och standardavvikelse i den betingade fordelningen som kontroll.

e) Vad hade hant med vantevardet och standardavvikelsen om Maja i stallet fatt veta att Joel fick

en femma?

f) Kontrollera formodan i ) genom att rakna.

2 Lésning

b) Ta raden x = 3 och dela med radsumman pg(3) = 0,47:
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031 011 005 _
Pnie=s0) = 0770 047 0.47

0,6596; 0,2340; 0,1064 y=3,4,5

¢) Massan har flyttats mot trean och samlats dar:

pn(y): fore Pnie=3(y): Joel fick 3 Prie=5(y): Joel fick 5
0,8 , E=3,96 , E=3,45 , E=471

o I I |

2 156 [ [ I

x [ [ I

° I I |

2 04 : | ;
=

I I I |

Y 0.2 | | . |

| I |

. | | - -

3 4 5 3 4 5 3 4 5

Majas betygy Majas betyg y Majas betyg y

Vantevardet har minskat, och eftersom massan nu ar koncentrerad pa ett varde har
spridningen ocksa minskat.

d)

E(n | £€=3)=3-0,6596+4-0,2340 + 5 - 0,1064 ~ | 3,4468

En? | £€=3)~12,340,5aV(n | & =3) ~ 12,340 - 3,44682 ~ 0,460 och
standardavvikelsen blir~ | 0,6782 |.

e) Betygen samvarierar positivt, sa en femma hos Joel bor flytta Majas fordelning uppat:
vantevardet 6kar. Massan bor samlas vid femman, sa spridningen minskar.

f) Raden x = 5 delad med pg(5) = 0,17:

Pyje=s(y) ~ 0,0588; 0,1765; 0,7647

E(n | £=5)~|4,7059| VV(n | £=5)~|0,5703

Formodan stammer.

P& raknaren. One-Variable Statistics med betygen 3, 4, 5 som X1 List och radens
sannolikheter, till exempel §6.31,0.11,0.05%/0.47, som Frequency List. x ger det
betingade vantevardet och ox den betingade standardavvikelsen.
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Facit: b) 0,6596; 0,2340; 0,1064; c) minskat resp. minskat; d) 3,4468 resp. 0,6782; e) 6kat
resp. minskat; f) 4,7059 resp. 0,5703.

‘= Lektion 17, 6vning 2 — Total livslangd for batterier

I ett lager finns 25 batterier av typ a och 10 av typ b. Livslangderna ar exponentialférdelade, och
sannolikheten att ett batteri racker mer an 100 drifttimmar ar 0,95 for typ a och 0,97 for typ b. Vi
valjer ut 10 batterier pa mafa. Vad ar vantevardet av den totala livslangden for de 10 batterierna?

Tips: infor & = total livslangd for de 10 och 1) = antal batterier av typ a, och anvand lagen om
totalt vantevarde.

J Lésning

Vantevardena per typ. For en exponentialférdelad livslangd med parameter A &r
P (livslangd > t) = e™ och vantevardet 1/A. Ur e 1% = p farvi 1/A = 100/(— In p):

100 100

Ua = TO’QS ~ 1949,6 h, Hb = TO,97 ~ 3283:1 h

Betingat pa . Givet att 1 = y avde 10 &r av typ a ar resten, 10 — y, av typ b:

EC€|n=y)=ypu.+10-y)pp

Lagen om totalt vantevirde. 1] 4r antalet typ a vid dragning utan aterlaggning, n €
Hyp(35, 10, 25/35) med E(n) = 10 - g—g ~ 7,143. Eftersom E(& | n) ar linjarin:

E©&) =E®) o + (10 — E(n)) o ~ 7,143 - 1949,6 + 2,857 - 3283,1 ~| 23 306 timmar |

Facit: 23 305,75 timmar.

‘= Lektion 17, 6vning 4 — Likformig férdelning pa en triangel

Antag att (&, n) ar likformigt fordelad pa triangeln med hérn i (0, 0), (0, 1) och (2, 0).
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a) Diskutera utan beréakningar hur f¢(x) borde se ut, och hur den betingade férdelningen fér &
givetn = 0,5 borde se ut.

b) Berdkna fz(x) och fg|n=05(x).

¢ Lésning
1
- 05 n=0,5: 0<x<1
fix,y) =1
0
0 0,5 1 1,5 2
X

a) Triangeln ar hég vid x = 0 och smalnar av mot x = 2. Marginalen f¢(x) borde darfor ocksa
se ut som en triangel, storst vid 0 och noll vid 2. Givet = 0,5 ligger punkten pa den vagrata
strackan inuti triangeln, och eftersom den simultana fordelningen ar likformig bor den
betingade fordelningen vara likformig pa den strackan.

b) Triangelns area ar % 2+ 1=1,s4f(x,y) = 1 patriangeln. Den snedasidanary = 1 —
X/2.

Marginalen. Fér 0 < x <2 gary fran 0 till 1 — x/2:

1-x/2

fex) = ldy =|1- 0<x<2
0

N | X

en triangel, som forutsagt.

Den betingade. For 0 <y < 1 garxfran 0 till2(1 - y), sa f,(y) = 2(1 = y) och f,(0,5) = 1
. Alltsa
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; 0,5
féln=0,5(x):% : 0<x<1

en rektangelférdelning pa (0, 1), likformig pa strackan y = 0,5 inuti triangeln.

Facit: f;’z(x) ser ut som en triangel, och den betingade férdelningen dr likformig pd den del av
linjeny = 0,5 som ligger i triangeln. Facit ger bara formen; uttrycken dr lésta tvd ganger
oberoende av varandra och stimmer 6verens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.10 — Tre diskreta variabler

Definitionen av en diskret tredimensionell férdelning ar analog med det tvadimensionella fallet.
Antag att (&, n, ¢) har sannolikhetsfunktionen p(x, y, z).

a) Ange uttryck for marginalférdelningarna for €, n och .

b) Ange ett uttryck for den betingade sannolikhetsfunktionen for & givet 1 = y, och f6r den
betingade sannolikhetsfunktionen for & givetn = y och { = z.

¢ Lésning
a) Summera bort de variabler vi inte ar intresserade av:

pg(X) = Z ZP(X,y,Z), pr](y) = Z Zp(X,y,Z), pZ(Z) = Z Zp(X,y,Z)

Y ¢ 2 Y

b) Som i det tvddimensionella fallet: simultan sannolikhet delad med sannolikheten for
villkoret. Med ett villkor behéver taljaren den simultana fordelningen for (&, n7), dar ¢
ar bortsummerad:

Y, P(x%,Y,2)

Peln=y(X) = O

Med tva villkor &r taljaren p(x, y, z) sjalv, och namnaren ar den simultana marginalen fér

(n,9):
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Pelrs 1) = p(x.y,2)
¢ln=y,{=z Zx’ p(x',y, Z)

Bada galler for de y respektive (y, z) dar namnaren ar positiv.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.11 — Betyget utan seminarier

Anvénd tabellen 6ver tentamensbetyg & och antal seminarier 1 i kompendiets évning 1.1.
Berdkna vantevardet av betyget for en student som inte har gatt pa nagot seminarium, och jamfor
med vantevardet innan vi fick den informationen.

J Lésning
Utan villkor. Radsummorna &r pg(2), ..., ps(5) = 0,30; 0,35; 0,25; 0,10, sa
E&)=2-0,30+3-0,35+4-0,25+5-0,10 = 3,15

Givetn) = 0. Kolumnen y = 0 har vérdena 0,18; 0,11; 0,06; 0,02 med summan p,(0) =
0,37. Den betingade fordelningen ar kolumnen delad med 0,37:

Pein=0(x) # 0,486; 0,297; 0,162; 0,054 x=2,3,45

2:0,18+3-0,11+4-0,06+5-0,02 _ 1,03 _
0,37 0,37

EE€|n=0)= 2,78

Jamforelse. Det forvantade betyget sjunker fran 3,15 till 2,78 nar vi vet att studenten inte
gatt pa nagot seminarium. Nastan halften av de studenterna blir underkanda. Det sager
inget om orsaken: seminarierna kan hjalpa, men flitiga studenter kan ocksa vara de som
gar dit.

Pa raknaren. One-Variable Statistics med {2,3,4,5% och Frequency List
10.18,0.11,0.06,0.02%/0.37 .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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:= Kompendiet, dvning 1.12 — Vantevardet ar den bésta prognosen

Lat & vara en stokastisk variabel med vintevardet . Visa att funktionen f(c) = E((€ — ¢)?) antar
sitt minsta varde da ¢ = p.

2 Lésning

Utveckla kvadraten och anvand att vantevardet ar linjart och att ¢ ar en konstant:
fl©)=E(@* -2c&+ ) = E(@E) - 2cpu+c’

Det ar ett andragradspolynom i ¢ med positiv c?-koefficient.

Kvadratkomplettera. Lagg till och dra ifran pz:

f(c) = E(&%) — p* + (c — p)°
————
V(&)

Forsta termen beror inte pa ¢, och andra ar > 0 med likhet precis da ¢ = p. Alltsa antar f sitt
minsta varde |f(u) = V(&) |ic = p.

Tolkning. Variansen ar det minsta forvantade kvadratiska fel som gar att uppna med en fast
prognos. Gér vi samma rakning i den betingade férdelningen givet n = y féljer att E(& |
n = y) ar den basta prognosen nar n ar kand.

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimféra med.

:= Kompendiet, 6vning 1.13 (Vannman 2.25, i 2:a uppl. 2.24) — Livslangd for ett batteri

ur centrallagret

Batterierna i lektion 2, vning 6 kommer fran fabrik A (50 %), B (20 %) och C (30 %). Ett batteri
fran A racker mer an 100 drifttimmar med sannolikheten 0,95, fran B med 0,97 och fran C med

0,98. Antag att livslangderna &r exponentialférdelade med parametrarna Aa, Ag och Ac.

a) Berékna A4, Ag och Ac.
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b) Berdkna den férvantade livslangden for ett batteri som tas pa mafa ur centrallagret.

¢ Lésning

a) For & € Exp(A) ar P (€ > 100) = e 10% stt det lika med den givna sannolikheten och

16s ut A:
-1 —1n 0,95 - .

A= 2P =T 513104 Az ~[3,05- 104 Ac~[2,02- 1
100 100 A

per timme. Vantevardena 1/A blir 1950, 3283 och 4950 timmar.

b) Lat 1 vara fabriken. Givet fabriken ar den férvantade livslangden 1/A fér den fabriken, och
lagen om totalt vantevarde vager ihop:

1 1 1
E&)=0,5" = +0,2 - = +0,3 - = 0,5+ 1950 + 0,2 - 3283 + 0,3 - 4950 ~| 3116 tii

A B C

Fallgrop. Det &ar vantevardena som ska vagas ihop, inte parametrarna. 1/(0,54, +
0,2Ag + 0,3A¢) ~ 2646 timmar ar fel: blandningen av tre exponentialférdelningar ar
ingen exponentialfordelning.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

:= Kompendiet, 6vning 1.14 — Summa med ett slumpmassigt antal termer

Antag att &1, &, &3, ... ar R(0, 1)-férdelade och att 1 € Po(10) &r oberoende av dem. Lat & =
Z?:l &i. Berakna E(§).

J Lbésning

Betinga pa antalet termer. Givet ) = y ar £ en summa av y termer med vantevardet 1/2
vardera, och eftersom 1] ar oberoende av termerna andras inte deras fordelning av villkoret:

N <
N|=

E€|n=y)= — EE|n=
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Lagen om totalt vantevarde.
_ - Em) _ 10 _
E@=EQ) ==L == =[5]
2 2 2
Samma resonemang som mjélkexemplet i avsnitt 3. Kompendiets eget exempel 1.14 har dar

ett tryckfel, 0,2 - 0,4 i stallet for 0,2 * 4, men svaret 0,8 stammer.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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