Bayes sats

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Férkunskaper: Betingad sannolikhet, Lagen om total sannolikhet

Bayes sats vander pa en betingning: vet vi hur sannolik handelsen A ar i varje fall B;, kan vi rakna ut hur
sannolikt varje fall ar givet att A har intraffat. Namnaren ar lagen om total sannolikhet.

1. Satsen

Lat By, ..., By vara disjunkta och tillsammans utgéra hela utfallsrummet, och lat P (A) > 0. D& ar

P(Bi | A) = nP(Bi)P(A | B)
Y P(B)P(A | B))
j=1

2. Varfor

Det aringen ny idé, bara tva kdnda formler efter varandra. Definitionen ger

P(Bl N A)

PBi | A= PA)

Taljaren skrivs om med multiplikationsformeln, P (B; n A) = P(B;) P(A | B;), och nAmnaren med
lagen om total sannolikhet.

&) Itraddiagrammet

Taljaren &r en gren som slutar i A. Namnaren ar alla grenar som slutar i A. P (B; | A) &r allts& den

andel av A-massan som kommer via gren 1.
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3. Det vi har och det vi soker

Uppgifter ger nastan alltid P (A | B;) — hur ofta en fabrik tillverkar defekta enheter, hur ofta ett tecken
stérs — men fragar efter P (B; | A): givet en defekt enhet, vilken fabrik kom den fr&n?

/\ Basfrekvensen avgor

Avenom P (A | B;) arliten kan P (B; | A) bli stor om B; ar vanlig, och tvartom. Att glémma
faktorn P (B;) i taljaren ar det vanligaste felet.

:= Exempel — Ett positivt test fér en ovanlig sjukdom

En sjukdom finns hos 1 % av befolkningen. Ett test ger positivt svar hos 95 % av de sjuka och hos
10 % av de friska. En slumpmassigt vald person testar positivt. Vad ar sannolikheten att

personen ar sjuk?

2 Lésning

Beteckningar. S = personen &r sjuk, + = testet r positivt. Givet: P(S) = 0,01, P(+ | S) =
0,95, P(+ | §%) = 0,10.

Bayes sats med fallen S och S¢:

0,01 - 0,95 _ 0,009 _

0,01-0,95+0,99-0,10 0,1085 0,088

P(S | +)=

Tolkning med naturliga frekvenser. Tank dig 10 000 personer: 100 ar sjuka, och 95 av dem
testar positivt. Av de 9900 friska testar 990 positivt. Bland de 1085 positiva ar alltsa bara
95 sjuka:

P(sjuk | +) = 95/1085 = 0,088

95 sjuk
ﬁ 990 friska med falskt positivt svar

0 200 400 600 800 1000
antal positiva test av 10 000 personer
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Testet ar bra, men sjukdomen &r sa ovanlig att de falska positiva fran den stora friska
gruppen blir tio ganger fler &n de sanna positiva.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 2, 6vning 6b (Vannman 2.25) — Vilken fabrik?

Fortsattning fran Lagen om total sannolikhet: fabrik A, B och C star for 50 %, 20 % och 30 % av
batterierna, och andelen som racker mer an 100 drifttimmar ar 95 %, 97 % och 98 %. Vi tar pa

mafa ett batteri ur lagret och finner att det racker mer an 100 drifttimmar. Vad ar sannolikheten
att det ar tillverkat i fabrik A?

2 Lésning

Med H = batteriet racker mer an 100 timmar gav lagen om total sannolikhet P (H) = 0,963.
Bayes sats:

PA)P(H | A) _ 050095 0475 _

P | H) = ~
P(H) 0,963 0,963

0,49

Rimlighetskoll. Fabrik A gor halften av batterierna men har den lagsta hallbarheten, sa
bland de hallbara batterierna bér andelen fran A vara lite under 0,50. Det ar den.

Svar i boken (2:a uppl., 2.24 = 3:e uppl. 2.25): 0,49.

‘= Lektion 2, 6vning 7 (Vinnman 2.23) — Skador pa en arbetsplats

Pa en arbetsplats skadades 1 % av personalen under ett ar. 60 % av alla skadade var man. 30 %

av de anstallda var kvinnor. Ar det de manliga eller de kvinnliga anstallda som l&per stérst risk att
raka ut for en skada enligt denna undersékning?
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J Lésning
Beteckningar. S = personen skadas; M = personen ar man; K = M€ = personen ar kvinna.

Givet. P(S) = 0,01, P(M | S) = 0,60, P(K) = 0,30, allts3 P (M) = 0,70 och P (K |
S) = 0,40.

Vi séker risken per kon, P(S | M) och P(S | K) — betingningen &t andra héllet mot det
som ar givet. Bayes sats, har med namnaren P (M) given direkt:

P(S)P(M | S) _0,01-0,60

P IM) = =500 0,70

~ 0,0086

P(S)P(K | S) _ 0,01-0,40
P(K) 0,30

P(S | K)= ~0,0133

Svar. | De kvinnliga anstallda | l6per storst risk, trots att de flesta skadade ar man. Mannen

ar fler, och darfor ar de ocksa fler bland de skadade.

Svariboken (2:a uppl., 2.22 = 3:e uppl. 2.23): kvinnor.

:= Lektion 2, dvning 8a (Vannman 2.27) — Mottagen etta

Samma telekommunikationssystem som i Lagen om total sannolikhet: tecknet 1 skickas i
proportion 0,6 och 0 i proportion 0,4; ett utsant 0 mottas som 1 med sannolikhet 0,01 och ett

utsant 1 mottas som 0 med sannolikhet 0,02. Om 1 har mottagits, vad ar den betingade
sannolikheten att 1 har sants?

¢ Lésning

Med Sy, S; = skickat 0 respektive 1 och M; = mottaget 1 ger lagen om total
sannolikhet namnaren:

P(M:1) = P(So)P(M; | So) +P(S1)P(M; | S1) = 0,4- 0,01 +0,6 - 0,98 = 0,004 + 0,

Bayes sats:
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P(S;)P(M; | S;) _ 0,588

PG| M) = ——F31 ~ 0592

0,993

I traddiagrammet i Lagen om total sannolikhet ar det grenen S N M1 delad med summan
av de tva grenar som slutar i M.

Svar i boken (2:a uppl., 2.26 = 3:e uppl. 2.27): 0,993. Stdmmer ocksd med det
handskrivna l6sningsférslaget.

Se aven

e Betingad sannolikhet
e Lagen om total sannolikhet
e Sannolikhetsmatt

Resurser

e 3BluelBrown: Bayes theorem, the geometry of changing beliefsiz — basta visuella forklaringen
av varfor basfrekvensen spelar roll
e Wikipedia: Bayes satsm=
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